
雅罗斯拉夫•谢尔盖耶维奇•沃罗日希夫

其他投影
图像构建
的理论与
实践



俄罗斯联邦文化部
圣彼得堡列宾美术学院

雅罗斯拉夫·谢尔盖耶维奇·沃罗日希夫

透视及其他投影图像构建的理论与实践

方法论指南

第一卷

圣彼得堡 
2022



3

本方法规则书为高等艺术学校艺术创作系学生编制。部分章节也
适用于与实物绘图有关的其他专业的学生。

乍一看来，这似乎很奇怪，但是与工程师或建筑师相比，画家需
要具备更广泛的图像理论知识。工程师主使用正交射影和轴测投
影。此外，建筑师还必须能够进行透视投影、阴影、反射等绘图。

另外，画家还必须了解非线性透视、反透视与立体透视，熟悉光
的反射与折射规律，不仅能绘制反射图，也要能绘制折射图、线性图
与非线性图。

例如，如果最简单的静物画包含一个装有水的透明容器和一个
带有曲面镜面的物体，则画家必须知道非线性的反射和折射的成像
原理。

一名内行的画家还应理解光的分解、散射、吸收、衍射和干涉等
光学规律，因为这些现象在自然界中非常普遍。在艺术实践中，一些
关于多维空间、图论、拓扑学、集合论等的信息可能有用。文艺复兴
时期，许多艺术家同时也是当时受教育程度最高的一批人，尽管这一
时期早已过去，但仍应为此而努力。
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考虑到画家和雕塑家的工作特点，本方法规则书特别关注直接
在画布上绘图的方法。大多数教科书中所提出的构建透视图的方法
基于两个正交射影，这种方法对画家来说几乎没有用处，这之所以发
生，是由于画家通常没有所描绘对象的图纸。此外，本方法规则书还
涉及一些问题，其在现有教学书籍中几乎或完全不受关注。

现有诸多计算机辅助绘制平面图与立体图的方法。现代摄影和扫
描技术使得获得几乎任何实物的二维像或立体像（三维像）成为可
能。所以即使对画家来说，手动构建此类图像的能力也会退居次要
地位。

但我们不应该忘记，计算机、照相机、扫描仪、平面打印机或三维
立体打印机只是工具而已。就算它们比尺子或圆规好得多，也就是
工具而已。仅仅能够使用工具是不够的，你需要认识到使用工具的目
的和结果。“思想必须先于画笔落下”，这种古老的智慧适用于任何
工具。

触手可及、动态的虚拟图像世界往往会给用户带来一种无所不
知、无所不能的错觉，但这只不过是一种错觉。会使用计算机、扫描
仪和照相机，却不了解图像理论的人，在许多方面类似于一个文盲把
任何一种文体都会阅览诵读，但对书中的内容一窍不通。

因此，了解成像的基本定律和原理日益显示出其重要的意义。纵
观历史，人类一直不知不觉以透视投影方式看世界。对成像定律的研
究及理解始于文艺复兴时期，一直持续至今，还将一直继续下去。

几何知识绝不会阻碍幻想的自由飞翔，相反，其可以提示艺术解
决方案，没有这种知识，这种方案谁也不会想出来。只有精通几何定
律的人才能自觉流畅地使用或违反几何定律。

同时，我们应该清楚地认识到，任何理论或模型并不能完全等同
于事实。事实与理论之间的关系，似乎像原件与复制件之间的关系一
样。无论原件被复制得多么逼真，复制件永远不会成为原件。我们通
过更深入的分析总会揭示出它们之间的差异。同样，任何理论的适用
范围有限，若超出这个范围，理论将与现实不符，其便完全失效。

因此，不建议画家在任何事情上都盲目地严格按照理论去做，反
而画家可以、且需要根据自己的个性和设定的目标对作品进行一定
的调整。 
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I.关于投影图像和几何集合
的一般概念

投影图像一般分为几种类型：正交射影、轴测投影、透视投影和
地图投影。但是更广义地说，这种概念涵盖更广泛的图像范围。阴
影、反射、折射、浮雕甚至圆形雕塑也可以被视为投影图像，并根据
同样的几何定律形成。

画家通常使用的各种各样的投影图像可分为二维像和三维像两
大类。当然，每个人都听说过多维空间，但很少有人知道它是什么。
投影法让我们可以对多维空间做出最简单直观的释义，从而甚至在
艺术实践中使用多维概念视图。

二维图像形成在一个平面或其他二维表面上（圆柱形、球形等）
。形成投影图像的表面统称为图片平面或简称为图片。二维图片一般
用于描绘二维或三维的立体物体，但原则上任何有限维数的物体都
可以被描绘（投影）到二维图片上。

三维图像包括浮雕和雕塑图像，以及透视舞台背景。在这种情况
下，图片就是三维空间的一部分，其受限于雕塑的大小，浮雕的深度
或舞台的深度。三维的现实物体，或者多维抽象物体都会被映射到
这种以某种方式变形的图片空间上。

1.1.线性几何集合

基本几何图像：点、线、面、三维空间、多维空间，均统称为线性
几何图像或线性集合。这些不同组合的图像都会形成具有某些性质
的各种各样的几何集合（图像、对象）。任何一个几何对象，都是由许
多点、平面等组合而成的。

几何集合或图像（对象）之间会有不同的数量关系或位置关系。
等于、大于、小于、长于、短于等均被称为数量关系或度量关系。相
等、属于、接入、相交、不相交均被称为位置关系。

在中学几何课程中，普遍认为，平面上的线性几何图像只有两
种：点和线。但是如果一条直线可以被认为是无数个点的集合，则经
过一点可以画无数条直线。这样的集合被称为线束，而这种集合也是
线性集合。如果一个点恰好属于一条直线上的点集，那么这条直线也
可以被认为是属于上述线束中所有直线集合中的一条线。

集合法使我们能够从另一个角度对通俗（欧几里得）几何的理解
进行稍微不同的解释。两个集合的交集是同属于这两个集合的第三
个集合。比如，平面上两条直线相交于一点，这是这两条相交线的公
共点。同样，两点之间的连线可以被看作是穿过这两点的两组直线
集合的交集（两个线束的交线）。
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В трехмерном пространстве к точке и прямой добавляется еще 
один элементарный линейный образ – плоскость. По этой причине 
количество линейных множеств также увеличивается. Появляется 
множество плоскостей, проходящих через одну прямую, – пучок 
плоскостей. Через точку трехмерного пространства проходит не 
только множество прямых, но и множество плоскостей. Такое мно-
жество называется связкой прямых и плоскостей. 

На рис. 1.1.2a показано пересечение прямой k с плоскостью 
α в трехмерном пространстве. результатом такого пересечения яв-
ляется точка A. Символически: k  ∩  α ≡ A. 

На рис.  1.1.2b показано пересечение пучка плоскостей k 
и связки плоскостей A. В результате этого пересечения получаем 
плоскость α (выделена зеленым цветом), принадлежащую одновре-
менно и пучку, и связке плоскостей. Символически эту операцию 
можно записать в виде: k  ∩  A ≡ α.

α

A

α
A

k

k

рис. 1.1.2a, 1.1.2b

отметим, что если при традиционном подходе две точки опре-
деляют прямую и на плоскости, и в трехмерном, и в многомерном 
пространстве, то при множественной интерпретации это будет 
иметь место только на плоскости при пересечении двух пучков 
прямых. Пересечением двух связок прямых и плоскостей в трех-
мерном пространстве будет не прямая, а пучок плоскостей (множе-
ство плоскостей, проходящих через прямую). Прямая в трехмерном 
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которая принадлежит обеим данным прямым. С равным успехом 
прямую, проходящую через две точки можно рассматривать как 
пересечение двух множеств прямых, проходящих через эти точки 
(пересечение двух пучков прямых). 

На рис. 1.1.1a изображены две прямые m, k, пересекающиеся 
в точке A. На рис. 1.1.1b показаны два пучка прямых M, K, пересе-
кающиеся по прямой a. Символически эти отношения между гео-
метрическими множествами могут быть представлены в простой 
единообразной форме: k  ∩  m ≡ A, K  ∩  M ≡ a. Здесь символы ∩ и ≡ 
означают пересечение и тождество. еще раз подчеркнем, что под 
пересечением K и M следует понимать не пересечение двух точек, 
но пересечение двух множеств прямых, проходящих через эти 
точки. Прямая a принадлежит одновременно обоим множествам 
(пучкам) и, следовательно, является их пересечением. 

k m

A

a

M

K

рис. 1.1.1a, 1.1.1b

Формальное выражение этого отношения множеств пред-
ставлено в виде тождества. В левой части тождества записывается 
операция (в данном случае пересечение), а в правой – результат 
этой операции.

Как будет показано далее, таким образом в символической 
форме можно записать любой геометрический позиционный ал-
горитм, не привязываясь к какой-либо системе координат.

图1.1.1a显示的是两直线m、k，相交于A点。图1.1.1b显示的是两
组直线M、K，相交于a线。这些几何集合之间的关系可以用简单的统
一形式表示为：

k ∩ m ≡ A, K ∩ M ≡ a 

其中，符号 和 分别是指相交和相等。我们再次强调，M、K相交不
是任意两点相交，而是穿过这些点的两组直线集合相交。a线是两组
直线（线束）集合的公共线，因此是两个集合的交集线。

在形式上，这些集合之间的关系表示为恒等式。在恒等式中，
左边写的是运算（在所给的示例中是相交），而右边写的是该运算
结果。

如下所示，任何几何图形的定位算法都可以以符号形式编写，无
需参考任何坐标系。 

在三维空间中，除点和线外，增加了另一个线性图像——平面。线
性集合的数量也随之增加。出现了穿过同一条直线的平面的集合，即
平面束。三维空间中，某一点不仅是无数条直线的公共点，而且还是
无数个平面的公共点。这样的集合被称为直线与平面的把。

图1.1.2a显示的是三维空间中一条直线k与一个平面α相交，其相
交于A点。符号形式：

k ∩ α ≡ A

图1.1.2b显示的是平面束k与平面丛A相交。其相交形成平面α（
显示为绿色），该平面既属于平面束，又属于平面丛。这种运算可以
用符号形式表示为：

k ∩ A ≡ α 

值得指出的是，在传统方法下，不管在平面上，还是在三维空间
或多维空间中，两个不同点都可以确定一条直线，不过按集合法，这
仅会发生在平面上两个线束相交处。三维空间中，两个直线与平面
把的交点并不是一条直线，而是一个平面束（通过同一条直线的平
面的集合）。三维空间中的一条直线是由两个平面或两个直线把（或
直线从）相交而成的。

图1.1.1a，1.1.1b 图1.1.2a，1.1.2b
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形式上本集合法也可以推广到多维空间。例如，四维空间中，某
一点不仅是无数条直线和无数个平面的公共点，而且还是通过该点
的全部三维空间的公共点（包括直线丛、平面丛和三维空间丛）。这
种两种丛的交集是属于一条直线（平面束和三维空间束）的平面和
三维空间等的集合。

几何集合由无数元素组成。例如，一条直线，甚至其中一条线
段，都是由无数个点组成，经过一点可以画无数条直线，等等。用于
比较有限集的关系，比如“大于”、“小于”、“等于”，对于无限集都
是不可接受的。为了比较无限集合，使用集合维度的概念

在传统意义上，无限集合维度是为了从集合中取出一个元素而所
需的参数（坐标）数量。比如，为了取出直线上的一个点，只需指定
一个参数（坐标），在平面上需指定两个参数，在空间需指定三个参
数。在这种情况下，集合的元素为点。因此，点被认为是零维集，直
线是一维点集，空间是三维点集。从理论上说，可以构建任何正维甚
至负维的点空间。

几何集合的元素不仅仅可以是点，还可以是任何其他几何图像。
例如，在直线束中，集合中的元素不是点，而是直线。

由点以外的元素组成的集合的维度可以直接确定，也可以通过
与已知维度的集合进行比较来得出。如果可以建立两个集合的元素
之间的一对一的对应关系（一个集合的元素对应于另一个集合的元
素，反之亦然），那么这两个集合的维度是相等的。

例如，直线束中每条线与平面上的任意直线在一点相交，反之亦
然，这条直线的每个点对应于直线束中单条直线。因此，这些集合的
维度相等且都等于一。同样可以确定的是，三维丛中的直线和平面的
集合是二维的，因为该集合的元素通过二维点和二维直线集合与平
面相交，依此类推。

1.2.多维空间

关于多维空间，一个普遍共识是，多维空间被认为是极为复杂和
不可理解认识的。投影法不仅让我们可以对多维空间作出最简单直
观的释义，甚至让我们可以将多维性作为一种艺术手段。

感知多维空间的复杂性在很大程度上只是心理作用。在真实世
界里，点、直线、平面等都不存在，所有这些都只是抽象的几何概念
而已。不过我们很容易理解这些抽象的概念，因为我们可以将它们与
常见的实际事物相关联。在我们看来，三维欧几里得几何合符生活经
验和常识。

相反，多维几何并不符合我们的常识。在可认知的现实中毫无类
似物。但千万要记住，首先，我们所感知的现实占现有现实的一个微
不足道的部分，其次，抽象理论从未完全符合实践，并且可以超出可
觉察现实的范围。

为了更容易地理解多维性，千万不要依赖于所谓的空间想象力，
因为大多数人的空间想象力以三维形式为主。在这种情况下，这种想
象力无济于事，只会带来困难和阻碍。往往被称为空间想象力的能力
并非与生俱来和绝对不变的，反而在很大程度上因人而异，取决于
一个人的能力、生活经验和知识。因此，如果愿意的话，可以培养自
身的多维空间想象力。
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которое у большинства людей трехмерное. Такое воображение 
в данном случае ничем помочь не может, а только мешает. То, что 
принято называть пространственным воображением, не есть нечто 
врожденное, абсолютное и незыблемое. оно во многом индиви-
дуально и зависит от способностей, жизненного опыта и позна-
ний человека. Следовательно, при желании можно развить в себе 
и многомерное пространственное воображение. 

Проиллюстрировать многомерность можно при помощи про-
стых графических диаграмм, состоящих из точек (вершин) и со-
единяющих их прямых или кривых линий (ребер).

Такие диаграммы принято называть графами. Произвольный 
граф может состоять из любого количества вершин и ребер, соеди-
няющих вершины в произвольном порядке. Граф, в котором каждая 
вершина соединена со всеми остальными вершинами, называется 
полным. Граф, являющийся частью какого либо графа, называется 
его подграфом. 

На рис. 1.2.1 последовательно изображен ряд полных графов, 
соответствующих пространствам размерности от 0 до 5.

R(0) R(1) R(2)

R(4)

R(3)

R(5)

рис. 1.2.1
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可以以简单图形为例来说明多维性，以下图形由点（顶点）和连
接这些点的直线或曲线（边）组成。

这样的图形被统称为图。任意图可以由任意数量的顶点和以任
意顺序连接顶点的边而成。当所有顶点都连接到所有其他顶点，则
该图被称为完全图。其中部分图被称为其子图。

图1.2.1显示的是一系列完全图，对应0到5维的空间。

由一个顶点组成的图对应0维空间R(0)（点）。由两个顶点和一条
边组成的图对应一维空间R(1)（直线）。由三个顶点和三条边组成的
图对应二维空间R(2)（平面），依此类推。

可以直接从图中看出，每个后续空间都是由前一个空间通过添加
一个不属于前一个空间的点而形成的。所添加的点都是通过边与其
他点连接。如果R(n)表示空间维度，其中n是维度值，那么这个值一
定等于相应的完全图中一个公共点所连接的所有边数。顶点数V一
定比空间维度多一个V=(n+1)。边数L由以下的公式确定：L=[n(n+1)]/2
或L=[(V–1)V]/2。

与三维空间对应的图R(3)可以被解释为是一个四面体的图像（平
面投影），其由4个顶点、6条边和4个面组成。这种解释毫无争议，因
为我们习惯于将平面图像视为三维立体物体。

然而如果一个三维物体可以被投影到一个平面上，那么一个多维
物体同样也可以被投影到一个平面上。例如，与四维空间对应的图可
以被解释为是一个四维结构被投影到一个平面上的投影。这种四维
结构由5个顶点、10条边、10个面和5个三维空间组成。

一般情况下，如果一个完全图由V个顶点组成，则其含有v个顶点
的子图（子空间）的个数可以用下式计算：

如果在一个三维空间图中选择两个二维子图，那么它们一定会有
一条公共边。对应于一条直线和一个平面的子图一定有一个公共顶
点。这些结果符合：在三维空间中，两个平面相交于一条直线，一条
直线与一个平面相交于一点。图1.2.1

			   N = V! / [(V– v)! v!]              	 (1.2.1)
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пространстве две плоскости пересекаются по прямой, а прямая 
и плоскость пересекаются в точке.

Аналогично, если в четырехмерном графе выделить плоскость 
и трехмерное пространство, то можно установить, что они пересе-
каются по прямой, две плоскости пересекаются в точке и т. д. Этот 
алгоритм применим к пространству любой размерности.

Как следует из приведенной схемы, через точку можно про-
вести не только прямые или плоскости (одномерные и двумерные 
пространства), но и бесчисленное множество пространств любой 
конечной размерности. 

рассмотренная графическая интерпретация многомерных 
про странств может иметь и практическое, и художественное 
при ложение.

рис. 1.2.2

На рис. 1.2.2 изображена аксонометрическая проекция четырех-
мерного куба. В каждой вершине такого куба сходится по 4 ребра. 
если принять какую-либо вершину за начало координат, а ребра за 
единичные отрезки по осям координат, то на этой модели можно 
решать любые четырехмерные задачи аналогично тому, как это де-
лается на аксонометрической проекции трехмерного куба. 

Добавляя новые координатные направления (оси), можно 
изобра зить куб любой размерности. Следует отметить, что название 
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同样的，如果一个平面和一个三维空间在一个四维空间图中被
挑选出来，那么可以确定它们在这种情况下相交于一条直线，两个平
面相交于一点，等等。这种算法适用于任何维度的空间。

由此可知，经过一个点不仅可以画出直线或平面（一维和二维空
间），也可以画出不计其数的具有任何有限维度的空间。

在上文中对多维空间给出的图解法可应用到实践与艺术中。

图1.2.2显示的是四维立方体的轴测图。这种立方体的每个顶点
都有4条棱相交。如果以任一顶点作为坐标原点，四棱作为坐标轴直
线的单位线段，那么像三维立方体的轴测图一样，用这个四维直角坐
标系的模型，就可以解决任何四维问题。

通过添加新的坐标线（坐标轴），就可以绘制任意维度的立方
体。值得指出的是，讲到四维立方体或n-维立方体，这只不过是有
条件的名称而已，我们同样有充分理由把三维立方体叫做三维正方
形，或是把正方形叫做二维线段，或是把线段叫做一维点等等。 

像三维物体的二维平面图像一样，色调、阴影和色彩建模也可应
用于多维图像。将平面图像视为多维纯粹是一种习惯问题。

几何空间（几何集合）的维度尺度与一般的数值尺度之间的不同
之处在于前者的测量范围起始点不是0，而是个空集，其维度为–1。

……–6、–5、–4、–3、–2、(–1)、0、1、2、3、4……

理论上，这个尺度可以在维度的正负范围内扩展到无穷大。对应
的正负维度空间以测量起始点为对称点。点R(0)对应于负点R(–2)，直
线R(1)对应于负线R(–3)，依此类推。

图1.2.1中的图形让我们可以对负数维度作出最简单的释义。如果
在一个三维空间的图中选择两个一维子图，那么这些子图可能不会
相交。在这种情况下，它们的交集是空集，其维度为R(–1)。如果在一
个四维空间的图中选择两条直线，那么它们不仅不会相交，而且在四
维的图中会有一个自由顶点不属于这些子图。从相交运算来看，这个
顶点可以被解释为负点R(–2)，以此类推。

如果给定的空间（相对空间）的维度为n，相交空间的维度分别为
k、h，那么它们相交的空间的维度p可以用下式计算：

p=k+h–n					     (1.2.2)

图1.2.2
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空间的多维和负数解释使该公式对任何准入参数值都有意义。
一般而言，几何空间应该被视为是无限维的。任何有限维的空间

都可以被看作是无限维空间的一部分。

1.3.线性投影运算

按最概括性释义，投影指的是按某种规则将一个集合投射到另
一个集合上去。如果一个集合的一个元素对应于另一个集合的唯一
元素，反之亦然，那么两个集合之间存在一对一关系映射。如果一个
集合的一个元素不是对应于另一个集合的一个元素，而是对应于其
中的某组元素（子集），那么这种映射就是非单值的。

投影时，物体的部分特性会发生变化，而其他特性保持不变。保
持不变的特性又称为在给定条件下的不变性。

物体的投影（映射）操作通过几何投影设备进行，后者包括投影
集和图片集。投影集的元素与图片集合的交集会在图片上形成物体
的某个投影图像。投影集和图片集合选择可以是完全任意的，仅由
任务决定。

通过投影运算，我们可以在实际或抽象空间的点集合和图片空间
的点集合之间建立对应关系，换句话说，我们可以在图片上绘制一个
实际或抽象对象的图像。

最简单和最常见的投影设备是线性投影设备。线性投影下投影
集就是平面上的直线束，或者三维空间中的直线与平面之丛。平面上
的图片集合就是直线。在三维空间中，图片是一个平面。投射的起源
点统称为投影中心或视点。

例如，在我们熟悉的摄影或电子成像过程中，投影的中心是设备
的镜头，而图像是其受光面。在过去两个世纪中，受光面的质量水平
发生了翻天覆地的巨大变化，但光学投影的原理保持不变。

人眼具有类似结构。眼球晶状体是投影中心，眼底作为图片。尽
管眼球晶状体在视网膜上形成倒像，眼底表面呈凹形，但我们看到
的环境与现实场景一致，得益于我们的生活经验和大脑工作机理。
因此，在创造以视觉为目的的艺术作品的时候，应考虑到所有人都具
有相同的目视光学系统，以及因人而异的观察者的精神气质。

图1.3.1a和图1.3.1b分别示意性地示出平面投影机理和三维投影
机理。图片集合显示为红色，投影集合显示为蓝色。其中第一幅图即
平面上的一组点集被投影到直线上，第二幅图即三维空间中的一组
点集被投影到平面上。

一般来说，将二维或三维物体分别线性投影到直线或平面上，直
线的投影也是直线。一条直线在通过投影中心后投影到一点。

使用线性投影，在大多数情况下无法保留度量关系。线段的投影
和直线之间的角度投影（在三维投影中）的尺寸会比实物的尺寸更大
或更小。
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рис. 1.3.1a, 1.3.1b

Позиционные отношения (тождество, принадлежность, вклю-
чение, пересечение) между геометрическими образами при проеци-
ровании сохраняются. Например, если две прямые в трехмерном 
пространстве пересекаются, то и проекции этих прямых на пло-
скости также пересекаются. В специальной литературе свойства, 
остающиеся неизменными при тех или иных преобразованиях, 
принято называть инвариантными относительно данных преобра-
зований. используя этот термин, можно сказать, что позиционные 
отношения между геометрическими множествами инвариантны 
относительно операции линейного проецирования.

Вследствие неоднозначности операции проецирования обрат-
ное утверждение не имеет места. Пересекающимся на плоскости 
проекциям прямых могут соответствовать как пересекающиеся, 
так и скрещивающиеся (непересекающиеся) прямые трехмерного 
пространства. 

На рис. 1.3.1b показаны две непересекающиеся (скрещиваю-
щиеся) прямые трехмерного пространства, проекции которых на 
плоскости пересекаются (точка пересечения проекций выделена 
сплошной заливкой). Точке пересечения проекций в данном случае 
соответствуют не одна, а две точки в пространстве, принадлежащие 
различным прямым. 

отсюда следует, что проецирование плоскости на прямую 
и трехмерного пространства на плоскость из одного центра не 
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图1.3.1a，1.3.1b

在投影过程中，几何图像之间的位置关系（如相等、属于、接入、
相交）仍未改变。例如，如果两条直线在三维空间中相交，那么这些
直线在平面上的投影直线也相交。在专业文献中，如果事物的特性
在某些变换下保持不变，则这些特性被统称为特定变换下的常量。
不变性是说，几何集合之间的位置关系在相应的线性投影运算下不
变。

由于投影运算具有非唯一性，相反的说法不成立。直线在平面上
相交的投影在三维空间中可以对应于相交线或交叉（非相交）线。

图1.3.1b显示的是三维空间中两条非相交（交叉）线，不过这些
直线在平面上的投影直线相交（投影平面上的相交点显示为实心
点）。在这种情况下，投影平面上的交点并不对应于三维空间中的单
点，而是对应于两点分别属于两条不同的直线。

由此可见，将平面投影到直线上，以及将三维空间从一个中心
投影到平面上，均是具有非唯一性运算。三维空间或平面上位于同
一条投影线的所有点都投射到同一点，这是由于投影集和图片集的
尺寸不同造成的。前者是二维平面上的点集投影到直线上的一维点
集，后者是三维空间中的点集投影到平面上的二维点集。

为了消除这种非唯一性，使用了所谓的两个或多个投影（图像）
的方法。

该方法概要如下：使用一个或多个投影中心，将事物投影到一个
或多个图片上，每个点并不只有一个投影，而是两个或更多投影。该
方法广泛用于工程制图中，根据该方法，可以用一个或多个正交投影
（视图）来表示一个立体物体。这样可以通过平面图像显示并制作
三维物体。

值得指出的是，投影数量一定等于投影中心的数量，但承影图片
可以是一个，而不取决于投影中心数。仅仅出于感知方便的原因，图
片的数量被设定为等于投影中心的数量。

多图像原理在自然界中也普遍存在。大多数动物至少有两只眼
睛，这使得它们可以从至少两个角度同时去观察近处的物体。这样
可以从二维或更多维图像获得更完整的真实三维空间中的度量图。

图1.3.2a和图1.3.2b分别为平面和三维空间的两种图像构建方法
的示意图。其中第一幅图显示的是平面上任意点通过两个投影中心
（显示为蓝色实心点）投影到图片上的两条直线（显示为红色）上，
在每一条直线上分别各有一个投影。被投影点显示为蓝色，其两个
投影显示为红色空点。穿过投影中心的直线与图片的交点显示为红
色实心点。



20

заливкой показаны точки пересечения прямой, проходящей через 
центры проецирования с картинами.

обратно, если на картинных прямых задать произвольную 
пару точек, то, соединив эти точки с центрами проецирования, 
на пересечении проецирующих прямых получим единственную 
точку плоскости.

 
рис. 1.3.2a, 1.3.2b 

Таким образом устанавливается однозначное соответствие меж-
ду множеством точек плоскости и множеством пар точек на картинных 
прямых. размерности этих множеств равны, так как для задания точки 
на прямой требуется один параметр, а для задания двух точек – два 
параметра. Элементом одного множества является точка, а элемен-
том другого – пара точек. Лишний раз подчеркнем, что в принципе 
элементом множества может быть все что угодно.

На рис. 1.3.2b точка трехмерного пространства проецируется 
из двух центров на две плоскости. Так как два центра проециро-
вания и заданная точка определяют плоскость, то пары проекций 
лежат на прямых, по которым эта проецирующая плоскость пере-
секает картинные плоскости (линии связи). Для задания такой пары 
проекций требуется три параметра: два – для задания произвольной 
точки на одной из картинных плоскостей и один – для задания 
точки на прямой пересечения проецирующей плоскости с другой 
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相反，如果我们在图片的直线上设置两个任意点，则将这些点与
投影中心连接后，在投影线的交点处就有平面上的唯一一个点。

图1.3.2a，1.3.2b

这样，我们可以在平面的点集合和图片直线的点对集合之间建立
一对一的对应关系。这些集合的维度是相等的，因为仅需要有一个
参数即可在直线上取出一个点，为了取出两个点，只需要有两个参
数。一个集合的元素是一个点，另一个集合的元素是点对。我们再次
强调，原则上，什么都可以作为集合的元素。

图1.3.2b显示的是三维空间中的一个点通过两个投影中心投影
到两个平面上，由于两个投影中心与一个给定点就可以确定一个平
面，因此投影对位于该投影平面与图像平面相交的直线（连接线）
上。为了取出这种成对的投影，需要有以下三个参数：其中两个参数
用来取出其中一个图像平面上的任意点，第三个参数用来取出投影
平面与另一个图像平面的交线（连接线）上的一个点。因此，在这种

1.4.无穷远元素

一个众所皆知且常见的事实是，在透视图中，向远处伸展的平行
线似乎在地平线上汇合并相交。长期以来，人们试图用欧几里得几何
解决并协调这一悖论，但并未成功，因为欧几里得几何认为，平行线
没有交点。在十八世纪，法国几何学家和建筑师吉拉德•笛沙格建议
用无穷远的一特殊点来补充这条线，并认为平行线在这一点相交。
但是，尽管如此，透视几何学仍然被认为是欧几里得几何学的一个
特殊分支。但只有在洛巴切夫斯基证明除了欧几里得之外还存在其
他几何学之后，透视几何（更常被成为投影几何）的独立性才最终得
到承认。

投影几何学跟欧几里得几何学的唯一不同之处是一个与平行线
有关的公理。在欧几里得几何中，除了平行线以外，平面上的所有直
线都相交，平行线没有交点。总之，根据欧几里得理论，平面上的所
有直线都相交，但有一个例外，那就是平行线没有交点。在欧几里得
三维空间中，除了平行面不能相交以外，所有平面相交于直线。

情况下，在三维点集与点在图像平面上投射的三维点对集合之间存
在一对一的对应关系。

在上面的例子中，投影中心属于相对立的图片线或图片平面，但
这不是必需的，我们可以完全任意地给定任何投影中心。

细心的读者可能会注意到，如果一条直线（排除线）经过投影中
心，则这一条直线上的所有点都会投影到同一点对上。为了避免这种
例外发生，可以给定第三个投影中心和第三条图片线或第三个图片
平面，但通常两个投影就足够了。
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между точками заданных прямых. Любая прямая пучка S пересека-
ет каждую из заданных прямых в единственной точке. Пары точек, 
лежащие на одной проецирующей прямой, являются перспектив-
но соответственными. иначе можно сказать, что множество точек 
одной прямой проецируется (отображается) на множество точек 
другой прямой и обратно из центра проецирования S. Следователь-
но, любая из этих прямых может рассматриваться как картина, на 
которую проецируются точки другой прямой.

d

S
D1

m1

D2∞

C1

B1a

A A1 2≡ B2

b

C2

c

m2

рис. 1.4.1

На приведенном рисунке прямая b пересекает заданные пря-
мые в соответственных точках B1– B2, прямая c – в соответственных 
точках C1– C2, прямая a проходит через тождественные точки A1 ≡ A2 
и т. д. Соответственные точки выделены одинаковым цветом.

Таким образом, устанавливается однозначное перспективное 
соответствие между точками двух прямых: каждой точке одной 
прямой соответствует единственная точка другой и обратно. 

если оставаться на позициях евклидовой геометрии, то одно-
значное перспективное соответствие между точками нарушается 
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在投影几何中，平面上所有直线是平等的，并且相交于一个固
有点或无穷远点。同时，无穷远点被认为是与所有其他点完全平等
的。通过投影运算，一个无穷远点总能被看成是一个固有点，反之亦
然：任何固有点都可以投影到一个无穷远点。

同样，在三维投影空间中，平行平面相交于无穷远直线。在透视
图像中，地平线只不过是无穷远直线在图片平面上的投影。这条直线
上的所有点都在无穷远处，因此，汇聚在地平线上的某个点的所有直
线都是平行的。

这样一来，如果在投影空间中给一条直线补充一个无穷远点，一
个平面补充一条无穷远直线，那么三维空间也会补充有一个无穷远
平面，同时三维空间的所有无穷远点和所有无穷远直线都属于这个
无穷远平面。

从理论上讲，这个序列可以无限地继续下去，四维空间会补充有
无穷远三维空间，五维空间会补充有无穷远四维空间，以此类推。

无穷远元素的概念的起源与线性投影的运算息息相关。试分析
两条直线上点之间的投影对应（透视对应）的关系（见图1.4.1）。如
果我们在平面上设置两条任意直线m1、m2和一个不属于这两条直线
的任意点S（以点S为顶点的直线束），则这样，我们就可以在给定直
线上的点之间建立一对一的透视对应的关系。S束中的任何直线与
每条给定直线相交于唯一点。位于同一投影线上的点对之间是存在
对应透视关系的。换句话说，一条直线上的一组点集通过投影中心S
投影到（反映到）另一条直线上的一组点集，并自投影中心S反向投
影。因此，这些直线中的任何一条都可以被认为是一个投影图片，另
一条直线上的点投影到其上。

在所示图中，直线b在对应点B1–B2处与给定直线相交，直线c在
对应点C1–C2处相交，直线a穿过相等点A1≡A2，等等。对应点的颜色
一致。

这样一来，我们可以在两条直线上的点之间建立一对一的透视对
应的关系，一条直线上的点对应于另一条直线上的点，反之亦然。

欧几里得几何学的观点认为，如果给定直线中的一条直线平行于

投影直线，那么点之间的一一透视对应的关系并不成立（在图中直线
d平行于直线m2）。直线d在点D1处穿过直线m1，从欧几里得几何学
的角度来讲，由于平行线不相交，两者之中前者在直线m1上没有对
应点。

图1.4.1
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1.4.2

S 1

m1

m2

S 2

рис. 1.4.2

На двух заданных прямых m1, m2 произвольным образом на-
значены три пары соответственных точек (зеленая, красная и жел-
тая). Через любую пару соответственных точек проводится прямая 
(утолщенная синяя), на которой произвольно назначаются два цен-
тра проецирования S1, S2. Пересечение двух пар проецирующих 
прямых, проходящих через соответственные точки, дает две точки 
(красная и желтая), определяющих некоторую прямую (показана 
пунктиром). Эта прямая является перспективно соответственной 
для каждой из заданных прямых и служит как бы посредником 
между ними. Построение соответственных точек на заданных 
прямых сводится к двукратному решению предыдущей задачи. 
На рисунке пунктиром показано построение произвольной пары 
соответственных точек (выделены оранжевым). Следует обратить 
внимание, что в данном примере точка пересечения заданных пря-
мых не является тождественной.

идея дополнить бесчисленное множество точек на прямой еще 
одной бесконечно удаленной точкой может показаться совершенно 
незначительной, но это одна из величайших математических идей. 
По значению ее можно сравнить с идеей о дополнении числового 
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为了消除这种例外，平行线也可以认为相交于无穷远点。在这种
情况下，点D1会对应于无穷远处的点D2∞，两条直线上的点之间的一
一透视对应的关系也再无例外。

我们可以直接或者间接地设置投影中心S的位置，如果我们在线
m1、m2上分别任取相对应的成对点B1–B2和C1–C2，从而会有两条直
线b、c分别经过对应点。这些直线会相交于点S。

这种运算可以用符号形象表示为： B1 ∩ B2≡ b, C1 ∩ C2≡ c, c ∩ 

b ≡ S。 如果省略中间结果的符号，那么这个表达也可以被缩略为 。 
(B1 ∩ B2 ) ∩ (C1 ∩ C2 )≡ S

如果两条相交直线m1、m2的公共点被视为是相等的一对对应点
A1≡A2，那么可以得出结论，通过设置三对对应点可以建立两条直
线上点之间的透视对应的关系。这条规则是线性透视中的一条最重
要、最基础的定理 。

比如，依照这条定理，我们就可以在等分测尺与透视测尺之间建
立对应关系。这样我们就可以在测量过程中像使用等分测尺那样使
用透视测尺。

在上面的例子中，一对点是相等点，这让构建过程简单多了。如果
所有给定的成对点都是绝不相等的，那么可以移动其中一条直线，直
到到达任何点对的迭合处，使一对对应点合并为一，这样把运算简化
为上述的简式。还有另一种解决方法，如图1.4.2所示。

图1.4.2

在两条给定的线m1、m2上，先任取三对对应点（呈绿色、红色
和黄色），经过任何相对应的成对点画一条直线（蓝色粗线），在这
一条线上任取两个投影中心S1、S2。两对投影直线分别经过对应点
后相交于两点（一个红点和一个黄点），所得的两个交点共线（图中
虚线）是所有给定线的透视对应线，也是它们之间的中间线。若在
给定的线上要构建相应的点，则我们只需要两次重复前述解决方案
即可。在图中以虚线显示的是任意一对对应点（用橙色标出）的结
构。同时值得注意的是，在这个例子中给定线的交点不是相等点。

把无穷远点引入到线上点集中的想法可能看起来完全无关紧
要，不过这是最卓越的数学思想之一。其意义堪与对数列补零的思
想相提并论，补零思想，起初也显得微不足道，但随后改变了整个
数学。
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пространства соответствуют точки, прямые и плоскости картин-
ного пространства. 

Этот частный случай перспективного взаимно однозначного 
соответствия, при котором линейному геометрический образу (мно-
жеству) соответствует аналогичный линейный образ, называют 
коллинейным соответствием или просто коллинеацией. Коллинеа-
ции широко используются при построении перспективных и иных 
проекционных изображений.

рис. 1.5.1

Как было показано в п. 1.4, чтобы задать перспективное соот-
ветствие между точками двух прямых, достаточно произвольным об-
разом задать три точки на одной прямой и три соответственные точки 
на другой. При реализации этого соответствия получаем плоскост-
ную конструкцию (конфигурацию), состоящую из четырех прямых 
и шести точек (рис. 1.5.1). Все точки и все прямые этой конструкции 
совершенно равнозначны: через каждую точку проходят 2 прямые 
и каждой прямой принадлежат 3 точки. Следовательно, любую из 
точек можно принять за центр проецирования, который устанавливает 
перспективное соответствие между точками двух прямых, не прохо-
дящих через избранную точку. Таким образом, данная конфигурация 
представляет собой координатную систему на плоскости.

В конфигурации имеются 3 пары точек, не лежащих на за-
данных 4 прямых. Соединив эти точки между собой, получаем 
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无穷远元素使得能够创造几何学理论，欧几里得几何学不过是
这种几何学理论的特例。还有更具普遍意义的理论，如拓扑学或集
合论。相较于这些理论，投影几何学是特例。

千万不要以现实来跟数学抽象相提并论。昔日，最早的非欧几里
得几何学的创立者罗巴切夫斯基称他的新几何学为虚构的几何学，
以区别于“真正的”欧几里得几何学。随着数学的进一步发展，人类
意识到了，与洛巴切夫斯基的几何学或任何其他非欧几里得几何学
比较起来，欧几里得几何学并不是更真实，或更虚幻的。自然界中，
点、直线、平面或其他几何图像都不存在，所有这些都只是抽象的数
学概念而已。所有这些会或多或少地符合现实，应用范围有限。

1.5.直射变换

通过线性投影运算可以在被投影集合中的元素与其投影的元素
之间建立一种对应关系。同时，一般而言，点的投影是点，直线的投
影是直线，平面的投影是平面，以此类推。

如果被投影的集合具有与图片的集合相同的维度，那么在使用线
性投影的时候，我们可以在这些集合的元素之间建立一对一关系的
对应。比如，当一条直线被投影到一条直线上，一条直线上的某一点
对应于另一条直线上一个且仅一个点，反之亦然。当一个平面被投影
到一个平面上，这些平面上的点、线之间的关系就是一对一的对应关
系。当一个三维空间被投影到一个三维空间中（浮雕或透视舞台背
景），真实空间的点、线、面分别对应于图片空间的点、线、面。

这种透视一一对应的特例，是指一个线性几何图像（集合）对应
于一个相似的线性图像，被称为共线对应或简称为共线。共线对应
被广泛应用于透视和其他投影图像的绘制中。

图1.5.1

如1.4节所述，为了在两条直线的点之间建立透视对应的关系，
只需要在一条直线上任取三个点，并在另一条直线上设置三个对应
点就行了。当实现这种对应关系时，我们就会得到一个由四条直线和
六个点组成的平面结构（构型）（如图1.5.1所示）。这种结构的所有
点和所有线都是完全同等的，每个点有2条直线通过，每条线上有3个
点。因此，任意一个点都可以作为投影中心，这样就可以在不通过所
选点的两条直线的点之间建立透视对应关系。这样一来，这幅构图
就是平面上的坐标系。

这幅构图包括不在给定4条直线上的3对点。将这些点连接在一
起，就得出另外3条直线（黑色虚线）。这些直线相交得出3个点，这



29

рис. 1.5.2

По алгоритму, показанному на рис. 1.4.1, между точками двух 
соответственных прямых (желтые) устанавливается перспективное 
соответствие (центр проецирования выделен черным). Построение 
пары соответственных точек показано пунктиром. Соответствен-
ные (фиолетовые) точки лежат на пересечении трех соответствен-
ных прямых. На практике для построения достаточно любых двух 
из них.

Таким образом можно построить неограниченное количество 
пар соответственных точек. Следовательно, если на одной плоско-
сти имеется какая-либо линия или рисунок, то на другой плоскости 
можно построить их перспективное соответствие.

Когда одна пара прямых в коллинеации является тождествен-
ной (рис. 1.5.3), отпадает необходимость устанавливать перспек-
тивное соответствие между точками тождественной прямой, так 
как все ее точки тождественны. Этот частный случай перспектив-
ного соответствия на плоскости принято называть гомологией или 
конфигурацией Дезарга.
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些点与已有的点之间，会有连接线（天蓝色虚线）。依此类推，就会
得出无数的点和线。每条直线与最初所给的每条直线相交，并可以通
过在任意两条线上取两个点来唯一确定。平面上的任何一点都会因
两条直线相交而得出。

任取四个点或四条线，就唯一地确定了上述构图。在这种情况
下，无任何三条线通过一点，无任何三点位于一条线上。

由此可见，如果在两个平面上任取四对对应点或任取四对对应
线，则这些平面上的所有其他点和线间呈现一对一的线性对应关
系。在个别情况下，平面可以重合，这样，在同一平面的元素之间呈
现对应关系（重合空间）。由四个点所构成的图形，称为四角形，由四
条直线所构成的图形，称为四边形。这两种图形都是完全等同的，我
们可以随时从一个图形切换到另一个图形。

图1.5.2显示的是平面上共线对应关系的示意图。
在一个平面上任取4对对应线（两个四边形）。对应的线显示为相

同的颜色。对应点位于对应线的交点处。
该图显示的是任意一对对应点的构造方式。为简化构造，给定的

一对对应点作为相等点。这总是可以通过移动一个相应的四边形，直
到任何一对相应的点重叠来实现。

图1.5.2

按照如图1.4.1所示的算法，在两条对应线的点之间（显示为黄
色）确定透视对应关系（投影中心显示为黑色）。构造一对对应点，
用虚线表示。对应点（显示为紫色）位于三条对应线的交点处。在实
践中，其中任何两条对应线都足以构造出对应点。

这样一来，可以构造无数的对应点对。总之，如果在一个平面上
有任何线条或图案，那么在另一个平面上就可以为它们建立透视对
应关系。

在共线条件下，如果一对线是相等的（如图1.5.3所示），那么由于
在一条相等线上的点都是相等的，所以不需要在这一条线上的点之
间建立透视对应关系。这种平面上的透视对应的特例，被统称为同
调或者笛沙格构型。
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рис. 1.5.3

В гомологии все соответственные прямые пересекаются на 
тождественной прямой (ось гомологии s), а все пары соответ-
ственных точек лежат на прямых, пересекающихся в одной точке 
(центр гомологии S). отмеченные свойства значительно упрощают 
построе ние соответственных точек. По этой причине гомология ши-
роко используется при построении проекционных изображений. из-
вестные всем со школьных времен геометрические преобразования: 
параллельный перенос, осевая и центральная симметрия – являются 
частными случаями гомологии, когда центр, или ось гомологии, или 
то и другое находятся в бесконечности.

На рис. 1.5.4 показан способ задания гомологии четырьмя пара-
ми соответственных точек. одна из соответственных пар назначается 
тождественной (центр гомологии S ). Три остальные пары назнача-
ются на прямых, проходящих через центр гомологии. Пересечение 
трех пар соответственных прямых дает три точки, лежащие на одной 
прямой (ось гомологии s). Голубым пунктиром показано построение 
произвольной пары соответственных точек.

Наиболее просто гомология может быть задана центром, осью 
и парой соответственных точек (рис. 1.5.5). В этом случае для построе-
ния соответственных точек достаточно провести три линии. 
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图1.5.3

在同调中，所有对应的直线都相交于一条相等线处（同调轴s），
同时所有对应点对都位于相交于同一点（同调中心S）的直线上。上
述特点大大简化了对应点的构造方式。因此，同调被广泛用于投影
图像的构建。我们在中学里所学到的几何变换，例如平移、轴对称和
中心对称，都是同调的特例，意味着同调中心或者同调轴，或者两者
都在无穷远处。

图1.5.4显示的是用四对对应点给定同调的方法。其中的一对对
应点被看作处于相等状态（同调中心S）。其余的三对点被设置在通
过同调中心的线上。三对对应线相交得出三点，这三点都位于同一
条线（同调轴s）。构造的任意一对对应点显示为天蓝色虚线。

给定同调最简单的方法，就是使用一个中心、一个轴和一对对应
点（如图1.5.5所示）。在这种情况下，只需要画出三条线，就足以构造
出对应点。

图1.5.4

图1.5.5
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Трехмерная коллинеация задается пятью парами соответ-
ственных плоскостей или точек. Трехмерная гомология может 
быть задана центром, тождественной плоскостью и парой соот-
ветственных точек. Этот метод будет использоваться далее при 
построении рельефной и сценической перспективы.

1.6. геометрический принцип двойственности

Дополнение прямой бесконечно удаленной точкой позволяет 
установить на плоскости полное (без исключений) однозначное со-
ответствие между множеством прямых пучка и множеством точек 
любой прямой, не проходящей через вершину пучка (рис. 1.6.1). 
Каждой прямой A* пучка x* соответствует единственная точка A 
прямой x и обратно. На рисунке соответственные точки и прямые 
одного цвета. желтая прямая параллельна заданной прямой x и пе-
ресекает ее в бесконечно удаленной точке.

1.6.1

x*

A*

x
A

 
рис. 1.6.1

Такая однозначность приводит к интереснейшему соответ-
ствию между прямыми и точками плоскости, которое носит назва-
ние принципа двойственности. Согласно этому принципу любая 
плоскостная теорема, алгоритм, соответствие, утверждение и т. д. 

3332

三维共线决定于五对对应平面或点。三维同调可以用一个中
心、一个相等平面和一对对应点确定。在下文中，这种方法将用来构
建浮雕和透视舞台背景。

1.6.几何对偶原理

如果对一条直线补充一个无穷远点，那么在平面上，我们就可以
在直线束中的线集与任何一条不通过直线束顶点的直线上的点集之
间建立全面的（无一例外的）、一对一的对应关系（如图1.6.1所示）
。直线束x*中的每条直线A*对应于直线x上的一个唯一点A，反之亦
然。在所示图中，对应点和对应线呈同一颜色，黄色直线平行于给定
直线x，并在无穷远点处与之相交。

图1.6.1

这样的一对一关系会导致平面上的线和点之间存在有趣的对应
关系，被称为对偶原理。根据这一原理，任何平面定理、算法、对应
关系、命题等仍成立，若交换其中的点和线的位置。例如，属于两条

线的两个点集合相交于一点，这种命题对应于对偶命题，即分属
于两个直线束中的两个直线集合相交于一条线，依此类推。

集合法使我们能够对对偶原理给出一个简单的建设性论证，并
提出一种可用于实际的通用算法，以实现对偶变换。

如上所示，通过任取三个点就可以建立直线的透视坐标系。
平面上的投影坐标系决定于两条线（坐标轴）和这些线上的三个

点。每个坐标轴上的透视坐标系也决定于这三个点。
在最简单的情况下，其中一个点是相等点，属于两条线。如果我

们通过这个相等点A画一条任意直线A*，并在其上任取直线束的顶
点x*、y*。将这些顶点与x、y坐标轴上的点连接后，我们会得出两个直
线束，这些直线束中的直线与其他直线上的点之间有一对一的透视
对应关系（如图1.6.2所示）。这样一来，我们会获得一个由两条直线
x、y组成的几何结构，这两条直线上各有三个点A，B，C和A，D，E。公
共点A是这两直线的交点。这一结构对应由两点（直线束的顶点）x*
、y*组成的对偶结构。经过每一顶点的直线共有三条，两个顶点分别
属于直线A*、B*、C*和直线A*、D*、E*。两个直线束相交于公共线A*。

根据所提出的方案构造对偶元素的算法极其简单。坐标轴上的
两个任意点（坐标）可以确定通过这两点的直线有且只有一条。穿过
这两个点的直线可以被看作是穿过这两点的两组直线集合的交集。
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Пересечение двух прямых пучков, проходящих через эти задан-
ные координатные точки, определяет единственную точку, двойствен-
ную данной прямой. и обратно: любая точка на плоскости определяет 
две прямые пучков, которые пересекают координатные оси в двух 
точках, определяющих прямую, двойственную данной точке. 

1.6.2
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рис. 1.6.2

В рассмотренной геометрической конструкции каждой точке, 
принадлежащей заданной прямой, будет соответствовать прямая, 
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穿过这些给定坐标点的两个直线束中的直线交点会确定对偶于该
线的唯一点，反之亦然，平面上的任何一个点都会确定两个直线束的
两条直线，这两条直线与坐标轴的两个交点确定该点的对偶直线。

图1.6.2

在上述几何作图中，一条给定直线上的每个点会对应于一条穿过
对偶于该线上的点的直线，反之亦然，每一条穿过给定点的直线对应

于给定点的对偶直线上的一点。换句话说，每个线性点集对应于直
线束中的直线集合，反之亦然。

通过设置第三坐标轴（坐标三角形）和一个对应于该轴的对偶
点，就可以很容易地排除以下例外的情况，比如给定的直线通过相等
点（坐标原点）或者一个点位于相等线。

图1.6.2中，两条给定的坐标线及其上的点显示为黑色，对应顶点
和对偶直线束中的直线显示为蓝色。

如果一个点属于三条直线，那么可想而知三条线相交于这一点
了。如果三个点都位于一条直线，那么可想而知三个直线束相交于一
条直线。在第一种情况下，三个点都属于一条直线上的点集，而在第
二种情况下，三个直线都属于一个直线束中的线集。

这些对偶关系可以用简单的单一符号形象表示为：

为了简化理解，对偶集合用相同的字母符号表示。符号*用于区
分给定的集合和对偶集合。例如，上述符号串的首行应被理解为点
A、B、C属于线x，且线A*、B*、C*通过点x*。

图1.6.2显示的是给定线k的对偶点k*的构造（两者都显示为黄
色），以及给定点N的对偶线N*的构造（两者都显示为红色）。

(A ∩ B ∩ C ) ≡ x 	 (A* ∩ B* ∩ C*) ≡ x*

(A ∩ D ∩ E ) ≡ y 	 (A* ∩ D* ∩ E*) ≡ y*

y ∩ x ≡ A 		  y* ∩ x* ≡ A*
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所描绘的对偶构图的算法可以用简单的单一符号形象表示为：
第一种情况：

第二种情况：

由于所有通过运算而得的元素或集合都由所给定的元素或集合
组成，所以可以省略中间结果的符号，使用标准代数系统的括号和运
算序列。

所以，任何几何定位算法都可以以符号形式编写，并仅使用表示
初始给定元素和最终结果的符号。例如，上述算法中的第二个可以表
示为：

有大量的中间结果时，以这种形式编写会更为方便。
上述平面对偶性变换算法在形式上也可以展开到任何维度的空

间。
如n是空间的维度，则在给定空间中对偶的线性图案（集合）

k、k*的维度之间的关系可以用等式表示如下：

例如，在正维域的三维空间中有两对对偶集。平面（由平面上所
有点和线组成的集合）——丛（由穿过同一点的所有线和平面组成的
集合）。直线（由直线上的所有点组成的集合）——束（有一条公共直
线的所有平面的集合）。

在三维空间中，要实现对偶变换，只需设置三个不在同一平面且
相交于一个相等点O（坐标原点）的直线（轴）x、y、z就行了。在每条
直线上都任意设置两个点。这两点和另一相等点决定每个坐标轴上
的点的透视对应关系，换句话说，它们决定空间中的三维投影坐标。

任意画出一个过坐标原点的平面O*，在其上任意设置三条不通
过坐标原点的直线x*、y*、z*。由这些线所确定的平面束对偶于坐标
轴上的点集。

任何平面在三点处与坐标轴相交。这些点分别对应于相应束中
的唯一一个平面。这样得出的三个平面相交于一个且仅一个点，该交
点对偶于给定平面。图1.6.3以图式表示出实现该算法的形式运算。
坐标轴及其对应线显示为同一种颜色（分别为黄色、蓝色、绿色）。
图中显示的是对偶平面和对偶点的构造（显示为红色）。细线用作制
图时的辅助线。

即使是三维空间的对偶性变换算法的图形表示也很复杂，更不
要说多维空间了。

对多维空间来说，必需对结构进行符号解释并对最终结果进行
图像表征。

B ∩ D ≡ k B* ∩ D*≡ k*

C ∩ D ≡ t			    C* ∩ D* ≡ t*

B ∩ E ≡ e ∩ t ≡ N 	 B* ∩ E* ≡ e* ∩ t* ≡ N*

(C ∩ D) ∩ (B ∩ E) ≡ N	  (C*∩ D*) ∩ (B*∩ E*) ≡ N*

k*= n–k–1 				    (1.6.1)
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1.6.4
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рис. 1.6.4

Пусть A, B, C, D, E – пять произвольно заданных точек, ника-
кие три из которых не лежат на одной прямой. Все эти пять точек 
совершенно равноправны. На рисунке данные точки выделены 
оранжевым цветом.

Алгоритм построения сводится к тому, что любую пару то-
чек выбираем в качестве вершин двух пучков, и задача сводится 
к нахождению соответственных прямых этих пучков. Пересечение 
соответственных прямых и будет давать искомые точки.

оставшиеся три из пяти заданных точек определяют три пря-
мые, любые две из которых могут быть выбраны в качестве осей 
перспективности для каждого из двух пучков. На рисунке верши-
нами пучков назначены точки B, D, а соответствующими осями 
перспективности – прямые b ≡  (A ∩ C) и d ≡  (E ∩ C). Выполнив 
операции (B ∩ E) ≡ e, (D ∩ A) ≡ a ∩ e ≡ S, находим точку S, которая 
является вершиной пучка, перспективного и пучку B относительно 
оси b, и пучку D относительно оси d. 

Через найденную точку S проводится произвольная прямая m 
(символически S ᑐ m), которая в пересечении с прямыми b, d дает 
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1.6.3
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рис. 1.6.3

Принцип двойственности в сочетании с множественной сим-
волической системой записи геометрических алгоритмов дает весь-
ма эффективный инструмент, позволяющий решать многие задачи, 
возникающие при построении проекционных изображений.

В качестве примера рассмотрим построение кривых второго 
порядка (окружности, эллипсы, параболы и гиперболы).

На рис. 1.6.4 представлен известный проективный алгоритм 
построения любого количества точек эллипса (или любой другой 
кривой второго порядка) по пяти произвольным заданным точкам, 
принадлежащим этой кривой. 

отметим, что в аналитической геометрии окружность, эллипс, 
парабола и гипербола описываются различными уравнениями, ко-
торые, кроме того, зависят от принятой системы координат. Про-
ективный алгоритм имеет то преимущество, что он одинаков для 
всех перечисленных кривых и не связан с какой-либо системой 
координат.
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图1.6.3

对偶原理与记录几何算法的集合符号系统相结合，给我们提供了
一种非常有效的工具，以便能够处理在构建投影图像时出现的各种
问题。

以构建二阶曲线（圆、椭圆、抛物线和双曲线）为例。
图1.6.4显示的是一种有名的投影算法，即通过五个属于该曲线的

任意给定点构建椭圆（或任何其他二阶曲线）上任意数量的点。
值得指出的是，在解析几何中，圆、椭圆、抛物线和双曲线分别用

不同的方程描述。此外，这些方程取决于给定的坐标系。投影算法的
优点是以上列出曲线的投影算法一样，与坐标系完全无关。

图1.6.4

假设A、B、C、D、E是五个任意给定的点，其中任三点都不在一条
直线上。这五点都是完全平等的。在图中这些点显示为橙色。

构造算法可概括为，我们选择任意一对点分别作为两个束的顶
点，这样一来，问题被简化为寻找这些束的对应线。所求点由对应线
交点得出。

五个给定点中的其余三个点分别确定三条直线，其中任意两条直
线可被选择作为两个束中每一个束的透视轴。在图中，点B、D分别
是束的顶点，相应的透视轴分别是直线 b ≡ (A ∩ C) 和直线 d ≡ (E 
∩ C). 。在做完运算 (B ∩ E) ≡ e, (D ∩ A) ≡ a ∩ e ≡ S， 以后，我们
会得出点S是束的顶点，其对应透视束包括既束B又束D分别与该束
有透视关系（相对于轴b和轴d）。

经过所得出的点S任意画一条直线m（运用符号形象表示为 S  m ）
，这一条直线与线b、线d分别相交于M、N两点。然后将这些点与B、 



41

1.6.5
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рис. 1.6.5

На рис. 1.6.6 показано построение касательной K к эллипсу, 
заданному пятью касательными A, B, C, D, E.

1.6.6
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рис. 1.6.5

На рис. 1.6.6 показано построение касательной K к эллипсу, 
заданному пятью касательными A, B, C, D, E.
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рис. 1.6.6

A ∩ D ≡ a

B ∩ E ≡ e ∩a ≡ S  m

A ∩ C ≡ b

E ∩ C ≡ d

m ∩ b ≡ M ∩ B ≡ f

m ∩ d ≡ N ∩ D ≡ h ∩ f ≡ K

[(A ∩ D) ∩ (B ∩ E)] m 

{[m ∩ (A ∩ C )] ∩ B } ∩ {[m ∩ (E ∩ C )] ∩ D } ≡ K
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D两点连接后，就得出两条对应直线f、h，这些直线相交得出点K，其
属于一个由五点所确定的曲线。通过这种方式，可以构造属于曲线
的任意数量的点，因为可以有无数条线穿过点S，其中每条线都对应
于曲线上的唯一点。

上述算法可以用符号形象表示为：

如果省略中间结果的符号，那么可以把算法变得更短些，这样，
所使用的符号仅包括给定点A、B、C、D、E，任意给定线m和最终结
果K：

图1.6.5显示的是经过所得点K的切线k的结构。该结构图没有附
注说明。作为练习，建议以符号的形式对构造算法进行描述。

根据对偶原理，我们可以得出结论，如果二阶曲线由五个点完全
确定，那么二阶曲线同样也由五条切线确定。得出任意数量的切线
与切点的算法完全相同。只需要记住，在这种情况下，点对应线，线
对应点。不必使用符号*来区分给定的元素和对偶元素。

图1.6.6显示的是一个由A、B、C、D、E五条切线所确定椭圆的切
线K的构造法。

图1.6.5

图1.6.6



рис. 1.6.8
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Точка касания на построенной касательной находится построе-
нием, двойственным показанному на рис. 1.6.5. 

1.6.7
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рис. 1.6.7

На рис. 1.6.7 показано построение двух точек касания на двух 
заданных касательных. если построить все точки касания и соеди-
нить их прямыми, то получится следующая изящная композиция 
(рис. 1.6.8), которая может быть использована при решении целого 
ряда задач, относящихся к построению кривых второго порядка.

еще раз подчеркнем, что рассмотренные алгоритмы без всяких из-
менений применимы ко всем без исключения кривым второго порядка. 
если одну из пяти точек или пяти касательных назначить бесконечно 
удаленной, то получим параболу, если две точки – гиперболу.

Аналогичным образом могут быть формализованы все из-
вестные позиционные алгоритмы и найдены им двойственные. 
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通过对偶于图1.6.5所示的构造可找到构造切线上的切点。

图1.6.7

图1.6.7显示的是在两条给定的切线上构造两个切点的方法。如果
我们构建所有的切点，并把这些切点用直线连接在一起，我们将获
得以下流畅构图（如图1.6.8所示）。这种构图可用于解决与构建二阶
曲线有关的一系列问题。

我们再次强调，上述所讲的算法都毫无差别、毫无例外地适用于
所有二阶曲线。如果五个点或五个切线中的一个被设置为无限远，
那么我们会得到一个抛物线，如果两个点被设置为无限远，那么我们
会得到一个双曲线。

图1.6.8

同样，可以以类似的方式使所有已知定位算法形式化，得出相关
的对偶性算法。
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II.平面上的投影图

平面投影图像被广泛的应用于科技与艺术领域。这是由于谁都
可以比较轻松地构造并感知这些图像。这些图像浩如烟海。在平面
图像中有一个特例就是线性投影图像。构造这种投影图的三维投影
机理极其简单，其由一个平面和一个不属于这个平面的点组成。承
影面统称为图片平面或简称为图片；投射线的起源点统称为投影中
心或视点。

根据投影中心相对于画面平面的位置，一般分为以下三种类型：
——平行投影，又叫正交投影（正轴测投影），是指投影线垂直于

画面的投影。
——斜轴投影，其是指投影时投影线彼此平行且与承影面倾斜成

任意角度的一类投影。
——中心投影，又叫透视投影，是投影时所有的投影线都从三维

空间一个任意点投射，该任意点位于距画面的有限距离位置。
最常见的投影类型是中心投影。正交投影是斜平行投影的特

例，而斜平行投影又是中心投影的特例。

2.1.正交投影

平行投影，又叫正交投影，是指投影线垂直于投影面的投影。垂
直于同一平面的所有垂线都是平行的，并且相交于无穷远的一点。因
此，正交投影机理体系由一个图片平面和一个垂直于图片的平行直
线束组成。在这种情况下，视点在无穷远处。

日常生活中，我们所看到的物体并不是正交投影的结果，因为我
们总是从有限的距离看到一切。在卫星照片上以及在使用望远镜仰
望宇宙中的遥远物体时，可以看到非常接近正交投影的图像。

尽管如此，在所有现有投影视图中，正交投影视图具有广泛的实
际应用范围。这是由于它们足够简单易懂。其实，设计或技术文档中
的大部分图形组件都以正交投影视图为主。

在视觉艺术中，正交投影在古代被广泛使用，随后正交投影法事
实上被轴测投影法和透视投影法所取代。19世纪末20世纪初，一些
艺术流派（立体主义，建构主义，至上主义等）又重新使用正交投影
法。但即使不直接使用正交投影，许多艺术家也在准备阶段使用正
交投影作为一种简单方便的绘制工具，使他们能够解决许多实际问
题。

正交投影的一个重要优点是，与画面平面平行的线段或平面图
形都会以全尺寸投影到其上。
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Для изображения на плоскости трехмерных объектов чаще все-
го применяется метод двух ортогональных проекций (эпюр Монжа). 
Сущность метода состоит в том, что трехмерный объект ортого-
нально проецируется на две взаимно перпендикулярные плоскости, 
которые затем совмещаются. При этом каждая точка трехмерного 
пространства имеет на чертеже пару проекций. Все пары проекций 
всех точек пространства лежат на прямых, проходящих через одну 
бесконечно удаленную точку (на параллельных прямых). 

Таким образом, устанавливается однозначное соответствие 
между трехмерным множеством точек пространства и трехмерным 
множеством пар проекций этих точек.

Так как две точки определяют прямую, то и две пары проек-
ций, соответствующие двум точкам, также определяют прямую. 
Плоскость определяется тремя точками, следовательно, на орто-
гональном чертеже может быть задана тремя парами проекций. 
Любая пространственная метрическая или позиционная задача 
может быть решена на плоскости.

рис. 2.1.2a,  2.1.2b

На рис. 2.1.2a, 2.1.2b представлены пары ортогональных про-
екций отрезков двух прямых. В первом случае отрезок занимает 
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рис. 2.1.1

На рис. 2.1.1 представлены ортогональные проекции трех 
равных отрезков (красный, синий и зеленый), по-разному располо-
женных относительно двух взаимно перпендикулярных картинных 
прямых. отрезок, параллельный горизонтальной картинной прямой 
(красный), проецируется на нее в натуральную величину. отрезок, 
перпендикулярный картинной прямой (синий), проецируется в точ-
ку. Проекции отрезка, произвольно расположенного относительно 
картинных прямых (зеленый), представляют собой катеты прямо-
угольного треугольника, где сам отрезок является гипотенузой. 
Следовательно, по двум ортогональным проекциям отрезка можно 
определить его истинную величину. Задача сводится к нахождению 
гипотенузы по двум известным катетам. ортогональная проекция 
отрезка может быть либо равна ему, либо меньше.

В принципе, определить длину отрезка можно и по его пер-
спективному изображению, и по любому иному проекционному 
изображению, но задача эта более сложная. Возможность относи-
тельно просто определять по проекциям истинные размеры изобра-
женного объекта и обусловило столь широкое распространение 
ортогональных проекций на практике. 
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图2.1.1

图2.1.1显示的是三个相等的线段（分别显示为红色、蓝色和绿
色）的正交投影，这些线段相对于两条相互垂直的承影线的位置不
同。与水平承影线（显示为红色）平行的线段以全尺寸投影到其上。
垂直于承影线（显示为蓝色）的线段投影于一点。如果线段相对于承
影线（显示为绿色）位置处于任意位置，那么该线段投影表示为直
角三角形的边，被投影的该线本身形成这种直角三角形的斜边。因
此，线段的两个正交投影可以用于确定其真实尺寸。如同从已知两
边求斜边的长度一样。线段的正交投影尺寸应该等于或小于其真实
尺寸。

原则上，可以从透视图像和任何其他投影图像求线段的长度，但
这个算法更复杂。正交投影在实践中得到了普遍使用，这是因为从物
体的投影求其真实尺寸，这种方法算起来比较简单。

要在平面上画三维物体时，主要是用二正交投影面定位的正投
影法（蒙日法）。该方法的实质是，将一个三维物体正交投影到两个
相互垂直的平面上，然后将它们组合起来。这样在绘图中三维空间中
的每一点都有两个投影。于是，空间中的每一点就由两个投影描画在
直线上，而这些会在无限远处相交于一点（即平行线）。

于是，在空间中的三维点集与这些点的投影对的三维集合之间有
一对一的对应关系。

由于两个不同点可以确定一条直线，所以分别对应于这两个点的
两对投影也可以确定一条直线。三个不同点可以确定一个平面，所以
在正交绘图中，三对投影也可以确定一个平面。任何空间定位问题和
度量问题都可以在平面上解决。

图2.1.2a，2.1.2b

图2.1.2a、2.1.2b显示的是两条直线段的正交投影对。在第一种
情况下，线段相对于投影平面处于任意位置。在第二种情况下，线段
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перпендикулярна проекции горизонтальной прямой (синяя), дру-
гая – проекции фронтальной прямой (зеленая).

На рис. 2.1.4 представлены две пары ортогональных проекций 
двух равных кубов, занимающих различные положения относи-
тельно плоскостей проекций. В первом случае (слева) все грани 
куба либо параллельны, либо перпендикулярны плоскостям про-
екций. Грани, параллельные плоскостям проекций, проецируют-
ся в натуральную величину, и обе проекции представляют собой 
равные квадраты.

2.1.4

рис. 2.1.4

Во втором случае только горизонтальные грани куба парал-
лельны горизонтальной плоскости проекций. Вертикальные реб-
ра куба проецируются в натуральную величину на вертикальную 
плоскость, а горизонтальные – на горизонтальную. Вертикальные 
проекции горизонтальных ребер равны катетам прямоугольного 
треугольника, где гипотенузой является ребро куба. Следовательно, 
построение может быть выполнено на одной фронтальной про-
екции, как показано на рисунке.48

случайное положение относительно плоскостей проекций. Во вто-
ром случае отрезок лежит в плоскости, перпендикулярной плоско-
стям проекций. истинные величины этих отрезков, найденные по 
проекциям, выделены красным цветом.

если прямая перпендикулярна двум пересекающимся прямым 
плоскости, то она перпендикулярна плоскости и всем прямым, 
принадлежащим этой плоскости. Все прямые, перпендикулярные 
одной плоскости, параллельны между собой.

если одна из двух взаимно перпендикулярных прямых па-
раллельна картинной плоскости, то ортогональные проекции этих 
прямых также перпендикулярны. 

2.1.3

P
1

P
2

рис. 2.1.3

На основании этих двух положений решается задача построе-
ния перпендикуляра к плоскости в ортогональных проекциях. 
На рис.  2.1.3 представлена плоскость, заданная тремя точками, 
через которые проведены три прямые. Построены две проекции 
перпендикуляра (красные) к этой плоскости и найдены проекции 
P1 и P2 точки пересечения его с плоскостью. одна из проекций 
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位于垂直于投影平面的平面中。通过投影尺寸换算出这些段的真实
尺寸以红色显示。

如果一条直线与一个平面内的两条相交直线垂直，则称这条直线
和这个平面及其内的所有直线互相垂直。垂直于同一平面的所有垂
线都平行。

如果两条相互垂直的直线中有一条直线平行于图片平面，那么这
些直线的正交投影也互相垂直。

图2.1.3

基于这两个原理，在正交投影中，可以做一个平面的正交投影
面垂线。图2.1.3显示的是一个由三个点确定的平面，通过这三个点
画出三条直线。同时做该平面垂线的两投影（显示为红色），并确定
该垂线与该平面交点的投影P1和投影P2。其中一个投影垂直于水平

直线（显示为蓝色）的投影，另一个投影垂直于正面直线（显示为绿
色）的投影。

图2.1.4显示的是两个同等大小的立方体的两对正交投影，这两个
立方体相对于投影面处于不同的位置。在第一种情况下（在左侧），
立方体的所有面都平行或垂直于投影平面。与投影平面平行的面都
以全尺寸投影到其上，并且两个投影都是同等大小的正方形。

在第二种情况下，只有立方体的水平面平行于水平投影面。立方
体的垂直边以全尺寸投影到垂直平面上，而水平边投影到水平平面
上。水平边的垂直投影等于直角三角形的直角边，其中斜边是立方
体的边。因此，可以在一个正面投影上进行构建，如图所示。

图2.1.4
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На рис. 2.1.5 показано построение ортогональной проекции 
куба, случайным образом расположенного относительно плоскости 
проекций. 

Проекции трех координатных взаимно перпендикулярных осей 
(красная, синяя и зеленая) заданы произвольно. Также произвольно 
задан единичный отрезок по красной оси (утолщенная линия). Для 
построения единичных отрезков по синей и зеленой осям выстра-
ивается треугольник, в котором координатные оси являются высо-
тами (размер треугольника значения не имеет). При помощи двух 
полуокружностей, построенных на сторонах треугольника, находим 
величины единичных отрезков по синей и зеленой осям. отрезки, 
выделенные утолщенной желтой линией, равны между собой и рав-
ны истинной величине единичного отрезка (ребра куба).

рис. 2.1.5

Следовательно, основную теорему ортогональных проекций, 
или ортогональных аксонометрий, можно сформулировать следу-
ющим образом.
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图2.1.5显示的是构造立方体的正交投影的方法，立方体相对于
投影平面处于随机的位置。

三条互相垂直的坐标轴（分别用红、绿、蓝三种颜色表示）的投
影是任意设置的。红轴上的单位线段（显示为粗线）也是任意设置
的。为了在蓝色轴和绿色轴上分别构建单位线段，应该构建一个三
角形，三条坐标轴是这一三角形的的高（三角形的大小无关紧要）。
通过在三角形边上构造两个半圆，我们可获知在蓝色轴和绿色轴上
的单位线段的尺寸。以加粗的黄线显示的线段的大小彼此相等，并且
等于单位线段（立方体的边）的实际尺寸。

所以，正交投影或正轴测投影法的基本定理，可表述如下。
正轴测投影性质决定于所给定的三条坐标轴（立方体的边）的

三个投影（它们之间的角度大于或等于直角），以及一个单位线段在
其中一个轴上的任意投影。

一般而言，轴投影之间的角度可以是任意的，但必须大于直角。
在极端情况下，如果角度等于直角的话，那么问题解决方法如图2.1.4
所示。

2.2.平行投影或轴测投影

正交投影法是所有投影线相互平行并垂直投影面的投影法，与
正交投影法不同,在平行投影法中，只要满足投影线相互平行的要
求。投影线相对于图片平面的倾斜角度是可以任意设定的。换句话
说，在平行投影中，三维空间中无穷远平面上的任意一点都可以作为
投影中心。

因此，平行投影法比正交投影法的投影应用范围更广泛，而正交
投影是平行投影的特例。

非常接近平行投影的图像就是被阳光照射的物体以任意角度
落在平面上的阴影。由于地球到太阳的距离远大于地球的视距，因
此，太阳可以被认为是无限远的照明源或无限远的投影中心。投影
的概念很有可能最初起源于对阴影的观察。

当用平行投影法对线段进行投影的时候，其投影长度可以从零
变化到任意大的数值，这取决于投影中心与图片平面之间的相对位
置。还值得指出的是，一条线段的投影长度可以任意大，但不能无限
大，因为在这种情况下，投影线必须平行于图片平面。这样的线在无
穷远点处与图片相交。投影中心原来位于图片平面内，线段上所有点
的投影都重叠在一个点上（图片平面通过投影中心）。

图2.1.5
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картинной плоскости. Такие прямые пересекаются с картиной 
в бесконечно удаленной точке. Центр проецирования оказывается 
лежащим в плоскости картины, и все точки проецируемого отрезка 
проецируются в одну эту точку (картинная плоскость проходит 
через центр проецирования).

рис. 2.2.1

Сказанное схематически представлено на рис. 2.2.1. отрезок 
(красный) проецируется на картинную прямую (черная) из трех 
бесконечно удаленных центров (синий, зеленый и черный пун-
ктиры). В первом случае центр проецирования и отрезок лежат на 
одной прямой и отрезок проецируется в точку, во втором – прое-
цирующие прямые расположены под некоторым произвольным 
углом к картине и проекцией отрезка является также отрезок. Длина 
проекции тем больше, чем меньше угол наклона проецирующих 
прямых к картине. В третьем случае проецирующие прямые па-
раллельны картинной прямой и все точки отрезка проецируются 
в бесконечно удаленную точку этой прямой.

За исключением первого и третьего предельных случаев, для 
всех остальных проекций сохраняются пропорциональные отноше-
ния на отрезке и на его проекции. Например, на рис. 2.2.1 средняя 
точка красного отрезка делит его в том же отношении, что и средняя 
точка зеленого. 

Наиболее распространенной системой координат в трехмер-
ном пространстве является декартова система прямоугольных 
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图2.2.1是示意性地示出了上述做法。其中一个线段（显示为红
色）通过三个无限远的中心（显示为蓝色、绿色和黑色虚线）投影到
图片线（显示为黑色）上。在第一种情况下，投影中心和线段在同一
直线上，线段投影于一点。在第二种情况下，投影线与图片成任意角

度，线段的投影也是线段。投影越长，投影线与图片的倾斜角度越
小。在第三种情况下，投影线平行于图片直线，线段上的所有点都投
影到这条直线上的无限远点处。

第一种和第三种都是极端情况，除此以外，对于所有其他投影，
在线段及其投影之间有比例关系。例如，如图2.2.1所示，红色线段中
点分割线段的比例等于绿色线段中点分割线段的比例。

三维空间中最常见的坐标系是笛卡尔直角坐标系。该坐标系是由
三条相互垂直的直线（轴）构成的，在其上绘制三条相等的线段，作
为测量单位。将笛卡尔坐标系平行投影至平面，这样得到的图称为轴
测投影图。 

根据轴测投影基本定理（波尔克许华尔兹定理），平面上从一个
点引出的任意三条线段，总可以作为三维空间三条互相垂直且相等
线段的平行投影（直角正四面体）。

因此，要设置轴测图，只要设置三条穿过平面上同一点的任意直
线（轴）就足够了，在其上任意截取三条单位线段。之后，任何定位问
题和度量问题都可以直接在平面上解决。

给定的直线可能不会穿过一个点，但总能通过平行移动使这些直
线在一个公共点处汇合。应该注意后一种情况，因为在解决逆问题
时，通过现有图像（例如照片）尺寸换算出真实尺寸，其中已知尺寸
的线段可能不是相交而是交叉的。

图2.2.2显示的是在直角正四面体与其任意平行投影之间建立对
应关系的方法之一。

轴测投影是通过直角正四面体的两个给定正交投影来建构补充
任意投影（高克方案）。在正交投影和轴测投影上都有相对应的四面
体或立方体的边（坐标轴）互相垂直，并显示为同一种颜色（分别为
红色、蓝色、绿色）。任意设置两个透视轴和两对平行束。补充轴测
投影上的点位于这些束的对应线相交处。

根据这个方案，还可以解决逆问题，即在任意平行投影（轴测
投影）与三个互相垂直且相等的线段的两个正交投影之间建立投影
关系。

图2.2.1
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единичного куба проецируются в натуральную величину. Направ-
ление третьей координатной оси и величина единичного отрезка 
на ней могут быть произвольными. На рис. 2.2.3 показана аксоно-
метрическая проекция куба, два ребра которого перпендикулярны, 
а третье является биссектрисой прямого угла. Величина единичного 
отрезка по синей оси назначена в половину диагонали единичного 
квадрата.

3

рис. 2.2.3

Такой выбор очень упрощает построения. Например, прямая, 
параллельная диагонали квадрата (оранжевая), делит все пересе-
каемые единичные отрезки в равных отношениях. 

При параллельном проецировании окружность либо остается 
окружностью (если ее плоскость параллельна картине), либо пре-
образуется в эллипс. Квадрат либо остается квадратом, либо преоб-
разуется в четырехугольник с параллельными противоположными 
сторонами (прямоугольник или параллелограмм). Построение эл-
липса можно осуществить, установив коллинейное соответствие 
между квадратом со вписанной в него окружностью и его аксоно-
метрической проекцией. После чего для каждой точки окружности 
можно найти соответственную точку в аксонометрии. Этот метод 
наиболее прост для понимания, но не очень удобен в работе. Для 
его реализации необходимо иметь начерченную окружность и пере-
носить ее точки на аксонометрический чертеж. 
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аксонометрической проекции находятся на пересечении соответ-
ственных прямых этих пучков.

По этой схеме может быть решена и обратная задача – уста-
новление проекционной связи между произвольной параллельной 
(аксонометрической) проекцией и двумя ортогональными проек-
циями трех равных взаимно перпендикулярных отрезков.

Коричневая и желтая точки на рис. 2.2.2 делят соответствен-
ные отрезки в аксонометрии и на ортогональных проекциях в рав-
ных отношениях, что позволяет определить направления перспек-
тивных проецирующих пучков и положение осей перспективности 
на пересечении соответственных прямых этих пучков.

рис. 2.2.2

Таким образом, косоугольную аксонометрическую проекцию 
куба можно построить, задав три произвольных единичных отрезка 
на трех произвольных координатных осях. В качестве координатных 
осей могут быть приняты любые три смежных ребра куба.

Наиболее простым вариантом косоугольных параллельных 
проекций является вариант, при котором две координатные оси 
параллельны картине. В этом случае две параллельные грани 
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如图2.2.2所示，在轴测投影和正交投影上，相应线段上的棕色点
和黄色点将其等比例分割，从而可以确定透视投影束的方向，并在这
些束的对应线相交处确定透视轴的位置。

因此，可以在任意三个坐标轴上截取任意三条单位线段，以构建
立方体的斜轴测投影。立方体的任意三条相邻边都可作为坐标轴。

最简单的斜平行投影是两个坐标轴与图片平行。在这种情况下，
单位立方体的两个平行面以全尺寸投影。在投影上，第三坐标轴的
方向及其上的单位线段大小可以是任意的。图2.2.3显示的是一个立

方体的轴测投影，其中两条边是垂直的，第三条边是直角的角平分
线。沿蓝轴的单位线段的大小设定为单位正方形的对角线的一半。

这种设置大大简化了构造。例如，一条平行于正方形对角线的直
线（显示为橙色）将所有相交的单位线段等比例分割。

圆在平行投影下可能为圆（如果其所在的平面与图片平行），也
可能为椭圆。正方形可能为正方形，也可能为两组对边分别平行的四
边形（矩形或平行四边形）。椭圆的构造可以通过建立一个正方形内
切圆与其轴测投影之间的共线对应关系来进行。之后，对圆上的各
点求出轴测投影中的对应点即可。这种方法最容易理解，但使用起
来不是很方便。为了实现该方法，有必要绘制一个圆，并将圆上各点
转移到轴测图上。

图2.2.2

图2.2.3
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Аппарат центрального (перспективного) проецирования 
чрезвычайно прост и состоит из плоскости или иной поверхности 
(картина) и точки, не принадлежащей этой поверхности (центр 
проецирования, или точка зрения).

если картиной является плоскость, то прямые линии отобра-
жаются на картине также в виде прямых и перспектива называется 
линейной. Главной точкой P линейной перспективы является точка 
пересечения перпендикуляра p, опущенного из центра проециро-
вания S (точка зрения) с картинной плоскостью π (рис. 2.3.1). рас-
стояние P – S от центра проецирования до главной точки называют 
дистанционным расстоянием d (на рисунке показано красным).

2.3.1

p

P

π

S
d

 
рис. 2.3.1

Таким образом, для задания аппарата линейной перспективы 
на картине достаточно указать всего две точки: главную точку кар-
тины и какую-либо точку, удаленную от главной на дистанционное 
расстояние. Эти точки могут быть заданы непосредственно или 
косвенным образом.

Традиционно линией горизонта принято считать линию пе-
ресечения горизонтальной плоскости, проходящей через центр 
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рис. 2.2.4

Существуют более простые и эффективные методы построе-
ния аксонометрической проекции окружности непосредственно на 
аксонометрическом чертеже. Например, построение, показанное 
на рис. 2.2.4, позволяет построить любое количество точек эллипса 
и касательных к этим точкам без помощи циркуля.

На прямой, выделенной утолщенной синей линией (сторона впи-
санного четырехугольника), выбирается произвольная точка, через 
которую проводятся три прямые (две тонкие синие и одна зеленая). 
Пересечение синих линий со сторонами четырехугольника опреде-
ляет положение касательной (красная). Пересечение зеленой линии 
с касательной дает точку касания. Построения для остальных трех 
четвертей эллипса выполняются аналогично или симметрично.

2.3. перспективные или центральные проекции

из всех проекционных изображений перспективные проекции 
наиболее близки к видимой реальности, так как работа человече-
ского глаза основана на принципе центрального проецирования 
и изображение, фокусируемое хрусталиком на сетчатке, является 
перспективным. По этой причине перспектива широко использует-
ся на практике как теоретическая основа для создания наглядных 
изображений и художественных произведений.
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还有更简单有效的方法，可以直接在轴测图上构建圆的轴测投
影。例如，如2.2.4所示的构造法。在没有圆规的帮助下，可以构造椭
圆上任意数量的点和这些点的切线。

在以加粗蓝线显示的直线（内接四边形的边）上，选择一个任意
点，通过该点画出三条直线（两条蓝色细线和一条绿色线）。蓝色线
与四边形边的交点决定切线（显示为红色）的位置。绿线与切线的交
点决定切点的位置。椭圆的其余四分之三可通过类似或对称方式完
成。

2.3.透视投影或中心投影

在所有的投影图像中，透视投影最接近于真实世界的投影方式，
这是因为人眼的成像原理基于中心投影法，通过晶状体聚焦至视网
膜上的图像就是透视的图像。基于此，透视在实践中被广泛用作创
造视觉图像和艺术作品的理论基础。

中心投影（透视投影）机理极其简单，其由一个平面或其他表面（
图片）和一个不属于该表面的点（又称投影中心、视点）组成。

如果图片是一个平面，那么直线在图片上的投影也是直线，这种
透视法称为线性透视法。通过投影中心S（视点）的一条直线p与画面
π垂直相交的一点叫线性透视的主点P（如图2.3.1所示）。投影中心到
主点之间的距离P–S称为相隔距离d（在图中该线显示为红色）。

这样一来，要在图片上形成线性透视机理，只要设置两个点就足
够了，其中包括图片上的主点和一个远离主要点的任意点。我们可以
直接或者间接地设置这两个点。

传统上，地平线被认为是通过投影中心的水平面与画面相交的
一线。图片的底线是图片与水平面相交的边界线，但这完全无关紧

图2.2.4

图2.3.1
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На рис. 2.3.2 показано построение перспективного изобра жения 
куба, передняя плоскость которого совпадает с фронтальной картин-
ной плоскостью. Перспективное изображение получается непосред-
ственно на фронтальной плоскости без искажений.

различные перспективные изображения некоторого объекта 
можно получить либо перемещая точку зрения относительно непод-
вижного объекта, либо перемещая объект относительно неподвиж-
ной точки зрения. обе эти операции совершенно адекватны и дают 
одинаковые результаты. Следовательно, перемещая и поворачивая 
объект относительно точки зрения, на фронтальной картине можно 
получить любое его перспективное изображение.

3

рис. 2.3.3

На рис. 2.3.3 показано построение перспективного изображе-
ния куба, ортогональная проекция которого произвольным обра-
зом развернута относительно фронтальной картинной плоскости. 
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проецирования, с картинной плоскостью. основанием картины на-
зывают линию пересечения картины с горизонтальной плоскостью. 
Но это вовсе не обязательно. За линию горизонта может быть принята 
любая прямая, проходящая через главную точку, а за основание карти-
ны – любая прямая, параллельная избранной линии горизонта.

рассмотрим метод построения перспективного изображения 
объекта по двум его ортогональным проекциям. В качестве объек та 
выберем куб, так как, используя его изображение в качестве коор-
динатной системы, можно построить любое изображение. 

рис. 2.3.2

Наиболее простым видом перспективы является так называ-
емая фронтальная перспектива. если картинная плоскость распо-
лагается параллельно вертикальной (фронтальной) плоскости про-
екций, то ее проекция на горизонтальную плоскость представляет 
собой горизонтальную прямую. В этом случае задача построения 
перспективы точки сводится к построению трех прямых. 
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要。画面中任何经过主点的直线都可以作为地平线，同时任何与所
选地平线平行的直线都可以作为图片的底线。

试分析通过二正交投影构造物体的方法。可选择一个立方体作
为图形对象，因为使用它的图像作为坐标系，可以构建任何图像。

所谓的正面透视是透视构造的最简单类型。如果图片平面与投
影的垂直（正面）平面平行，那么其在水平面上的投影是一条水平
线。在这种情况下，构造一点透视的问题被简化为构造三条直线。

图2.3.2显示的是构造立方体透视图的方法，立方体的前平面与
图片正面重合，从而在正投影面上直接形成立方体透视图，图像无失
真现象。

要获得某一个物体的各种透视图，就可以或是相对于一个静止
物体来移动视点，或是相对于一个静止视点来移动物体。这两种方
法完全相等，并可得出相同结果。所以，当物体相对于视点进行移动
旋转时，可在正面图片上形成它的任何透视图。

图2.3.3显示的是构造图立方体透视图的方法，图中，立方体正交
投影相对于图片正面成任意角度，从而在正投影面上直接形成立方
体透视图。

图2.3.2
图2.3.3
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Через произвольно назначенную главную точку картины P про-
водим произвольную проекцию бесконечно удаленной прямой h, на 
которой назначаем точку F, удаленную от главной точки на дистан-
ционное расстояние (PF равно расстоянию от центра проецирования 
до картины). обычно прямую h проводят горизонтально и называют 
линией горизонта. На рис. 2.3.5 эти три элемента выделены оран-
жевым цветом.

Произвольно назначенная прямая и две точки на ней однознач-
но определяют проекционный перспективный аппарат и позволяют 
решить на картине все позиционные и метрические задачи.

2.3.5

F

z

P
y

h

x

рис. 2.3.5

Зададим в картинной плоскости произвольный квадрат, одна из 
сторон которого параллельна линии горизонта. Сторону этого квадра-
та примем за единицу измерения. Прямые, проведенные из вершин 
квадрата в главную точку, перпендикулярны картинной плоскости. 
Прямая, проведенная в дистанционную точку из вершины квадра-
та (фиолетовая), составляет с картиной угол в 45° и, следовательно, 
является диагональю квадрата, расположенного в горизонтальной 
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Перспективное изображение получается непосредственно на фрон-
тальной плоскости проекций.

рассмотренный метод построения перспективного изображе-
ния с равным успехом можно использовать как для построения 
экстерьера, так и интерьера. На рис. 2.3.4 показано построение 
интерьера прямоугольной комнаты, произвольным образом раз-
вернутой относительно картины.

рис. 2.3.4

Метод построения перспективы по двум ортогональным про-
екциям не очень удобен для художников. Художник, изображая 
некий объект, как правило, не имеет его ортогональных проекций. 
рассмотрим метод, позволяющий все необходимые перспективные 
построения осуществлять непосредственно на картине, не прибегая 
к помощи ортогональных проекций.
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构造内景和外景同样可以使用上述透视图的构建方法。图2.3.4
显示的是构造矩形房屋内景的方法，图中，房屋相对于画面成任意
角度。

利用两个正交投影构建透视图的方法，对画家来说不是很方便。
这之所以发生，是由于画家在描绘物体时没有物体的正交投影。让
我们考虑一种直接在画布上进行所需透视描绘的方法，无需借助正
交投影。

任意设置图片上的主点P，通过该主点任意画出一条无穷远直线
的投影h，在其上设置点F，这一点离主点隔着一段距离，就是相隔距
离（PF等于从投影中心到图片的距离）。线h一般绘制成水平，并称为
地平线，图2.3.5中，这三条线显示为橙色。

如果任意设置一条直线及其上的两个点，那么可以唯一地确定透
视投影的机理，从而，任何定位问题和度量问题都可以直接在图片
上解决。

让我们在画面中设置一个任意的正方形，其中一条边平行于地
平线。这个正方形的一边作为计量单位。从正方形的每个顶点到主
点所画的直线垂直于图片平面。从正方形顶点到远距点所画的一条
直线（显示为紫色）与图片成45°角，所以，这条直线是位于水平面的
正方形的对角线，从而我们能够在水平和垂直平面上构建正方形的
透视图。

图2.3.4
图2.3.5
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плоскости, что дает возможность построить перспективные изобра-
жения квадратов в горизонтальной и вертикальной плоскостях. 

Таким образом устанавливаются простейшие перспектив-
ные координаты, где шкала размеров по двум осям равномерная 
и только по одной – перспективная. Любая прямая, проходящая 
через дистанционную точку, параллельна диагонали квадрата 
и отсекает на горизонтальной и глубинной шкале отрезки, рав-
ные по истинной величине (рис.  2.3.5). Это дает возможность 
установить истинные координаты точки, принадлежащей пер-
спективному квадрату.

Так как натуральный и перспективный квадраты имеют об-
щую сторону, можно установить между ними гомологичное соот-
ветствие. Для этого пары соответственных вершин соединяются 
прямыми, точка пересечения которых дает центр гомологии. На 
прямых, проходящих через этот центр, лежат все соответственные 
точки данных квадратов.

рис. 2.3.6

6362

这样一来，就形成了最简单的透视坐标，其中在沿两个轴的方向
有等分测尺，并只在沿一个轴的方向才有透视测尺。任何穿过远距
点的直线都平行于正方形的对角线，并在水平测尺和深度测尺上截
取真实大小同等的线段（如图2.3.5所示）。因此我们可以确定一个属
于透视正方形的点的真实坐标。

由于原始正方形和透视正方形有一条公共边，因此可以在它们
之间建立同调对应关系。为此，要把成对的对应顶点用直线连接起
来，直线的交点作为同调中心。这些正方形的所有对应点都在通过
这个中心的直线上。

图2.3.6显示的是两条任意直线以透视形式构造的方法，这两直
线对应于图片平面中的两条直线。

如果不仅翻转坐标立方体，而且相对于图片任意倾斜，那么在正
面图片中就可以得出所谓的倾斜图片平面上的透视图。不过，当一个
立方体相对于投影平面呈现任意角度的时候，较难以构造这一立方
体的正交投影图。采用组合的方法更简便，这时，立方体的边是垂直
的，图片垂直于投影的垂直平面并且任意地倾斜于地平面。

在倾斜的图片平面上，利用二正交投影构建透视图像的方法，
以及在垂直图片上构建透视图像的方法，这两种方法原则上没有区
别。在这两种情况下，一律需要得出投影直线与图片平面的交点。

如果一个平面垂直于投影的垂直平面，那么这一平面在其上的投
影一定是直线（合流投影）。从而可以更加轻松地得出投影直线与图
片平面的交点。

一般而言，倾斜的图片平面通常没有退缩投影，这使得很难找到
构造所需的交点。如果我们假定的是一个倾斜平面垂直于投影的垂
直平面，那么这一倾斜平面在其上的投影一定是直线，这样问题就
简化了。

图2.3.7显示的是图片平面垂直于投影的垂直平面，图片平面在其
上的投影一定是直线。假如一个任意点A的位置决定于两个投影A1–
A2，构建这一任意点的两个图片投影A3.1–A3.2的图形算法如图所示，
这可简化为构建三条直线（显示为蓝色）。

图2.3.6
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На рис. 2.3.8 показано построение перспективной проекции 
куба, развернутого относительно картины. Построив вершины 
и реб ра куба на виде сверху, получаем его перспективное изобра-
жение, сжатое по высоте.

Чтобы построить натуральный вид этого изображения, вы-
сотные размеры следует брать с вертикальной проекции картины 
(истинный размер по высоте обозначен оранжевой скобкой).

На рис. 2.3.9 построено перспективное изображение, имеющее 
натуральный вертикальный размер. Три точки схода параллельных 
ребер куба образуют проекцию бесконечно удаленного треуголь-
ника. Высоты этого треугольника пересекаются в главной точке, 
следовательно, точки в основании этих высот являются главными 
точками для трех взаимно перпендикулярных плоскостей. Это по-
зволяет, задав произвольный единичный отрезок по одной из осей, 
построить его проекции по двум остальным, что делает возможным 
сформулировать основную теорему перспективы. 

Центральная (перспективная) проекция определяется зада-
нием произвольных проекций трех взаимно перпендикулярных 
координатных осей, тремя произвольными проекциями бесконечно 
удаленных точек на этих осях и произвольной проекцией единич-
ного отрезка на одной из осей.

рис. 2.3.9
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图2.3.8显示的是构造一个立方体的透视投影的方法，该立方体
相对于图片呈现一定角度。在顶视图中构建了立方体的顶点和边
后，我们得出了它的透视图，其高度被压缩。

要构建该图像与实际相符的视图，则其高度尺寸决定于图片的垂
直投影（真实的高度尺寸值以橙色括号突出显示）。

图2.3.9显示的是透视图像，其高度为全尺寸。立方体平行边的三
个遁点形成无穷远三角形的投影。这个三角形的高相交于主点，因
此，这些高的基点作为三个相互垂直的平面的主点。这使得可以通过
在其中一个轴上任意截取出单位线段，来构建其沿其他两个轴的投
影，从而可以制定基本透视定理。

中心（透视）投影决定于三个相互垂直坐标轴的任意投影、这些
轴上无限远点的三个任意投影，以及其中一个轴上单位线段的任意
投影。图2.3.7

图2.3.8

图2.3.9



67

если в перспективе необходимо построить прямую, перпенди-
кулярную заданной, то проще всего сделать это, используя свойства 
квадрата. На рис.  2.3.11 показано построение двух произвольных 
перпендикулярных прямых, проходящих через вершины квадрата. 

P

2.3.12

рис. 2.3.12

На рис. 2.3.12 показано аналогичное построение в перспек-
тиве. На рисунке задана главная точка картины P и перспективное 
изображение квадрата.

Задав произвольную прямую в перспективном квадрате (зеле-
ная) и произведя рассмотренные выше построения, можно построить 
прямую, перпендикулярную заданной (красная). Точки пересече-
ния перпендикулярных прямых с линией горизонта определяют 
вершины взаимно перпендикулярных пучков. Любые две прямые 
этих пучков являются перспективными проекциями взаимно пер-
пендикулярных прямых. Так, на рис. 2.3.12 прямые, показанные 
красным пунктиром, перпендикулярны зеленой прямой.

2.3.1. Построение прямой в недоступную точку схода

На практике зачастую точка схода прямых находится далеко за 
пределами, ограниченными рамками картины. рассмотрим некото-
рые алгоритмы, позволяющие осуществлять построение прямых, 
проходящих через недоступную точку. 

имеются две прямые (на рис. 2.3.1.1 выделены утолщенными ли-
ниями), точка пересечения которых находится за пределами картины. 
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Более подробно об этом можно прочитать в статье [4].
Геометрически правильно построенное перспективное изобра-

жение куба на рис. 2.3.9 выглядит на картине весьма неубедительно. 
изображение воспринимается как вытянутый по вертикали паралле-
лепипед. Это происходит потому, что для правильного восприятия 
изображения, построенного на наклонной плоскости, его следует 
рассматривать под тем же углом и с той же точки зрения, а мы обычно 
рассматриваем картину примерно под прямым углом.

Для компенсации зрительного восприятия рекомендуется пере-
проецировать изображение на вертикальную плоскость (на рис. 2.3.10 
отмечено фиолетовой скобкой). Полученное в результате изображе-
ние более соответствует нашим представлениям о кубе.

рис. 2.3.10

рис. 2.3.11
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关于这方面更多信息详见[4]。
图2.3.9显示的是立方体的正规几何透视图，如图所示，这看起

来很没有说服力。该图像看起来是一种沿垂直方向拉伸的平行六面
体。这之所以发生，是因为要正确地感知构建在倾斜平面上的图像
的话，那么应该从相同的角度和视点来观看图像，不过我们通常以近
似直角的角度观看图像。

为了补偿视觉感知，建议将图像重新投影到垂直平面上（在图
2.3.10中以紫色括号突出显示）。所得到的图像更符合我们对立方体
的理解。

要以透视形式构造一条垂直于给定直线的直线，那么最简单的
方法是使用正方形的特性。图2.3.11显示的是构造两条任意垂直且
通过正方形顶点的直线的方法。

图2.3.12显示的是类似构建物以透视形式构造的方法。在图中给
定图片的主点P，以及正方形的透视图。

如果在透视正方形中设置任意直线（显示为绿色）并完成上述
构造，那么可以构造一条垂直于给定直线的直线（显示为红色）。相
互垂直的直线束的顶点决定于垂直直线与地平线的交点。这些直线
束中的任何两条直线都是相互垂直直线的透视投影。如图2.3.12所
示，以红色虚线显示的直线垂直于绿线。

2.3.1.构建一条通往不可到达遁点的直线

事实上，直线的灭点往往远远超出图片的界限。让我们考虑一些
算法，可用于构造通过不可到达灭点的直线。

图2.3.10

图2.3.11

图2.3.12



69

Для построения прямой, проходящей через заданную точку 
и недоступную точку схода, обычно используют алгоритм подоб-
ных треугольников. Соответственные стороны этих треугольни-
ков параллельны и пересекаются в трех точках, принадлежащих 
одной бесконечно удаленной прямой. Таким образом, имеет ме-
сто гомология, где осью является бесконечно удаленная прямая, 
а центром – недоступная точка схода. Следовательно, задача сво-
дится к построению двух гомологичных треугольников, частным 
случаем этой задачи и является метод подобных треугольников 
(рис. 2.3.1.2). 

В общем случае за ось гомологии может быть принята любая 
прямая плоскости, не совпадающая с заданными прямыми и не 
проходящая через заданную точку. один из вариантов показан на 
рис.  2.3.1.3. Заданные прямые и точка выделены утолщенными 
черными линиями, ось гомологии – зеленым цветом. 

рис. 2.3.1.3

Задача может быть решена и на основании теоремы о пере-
сечении высот треугольника в одной точке. из заданной точки опу-
скаются перпендикуляры на обе заданные прямые. Вершины пер-
пендикуляров определяют третью сторону треугольника, к которой 
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Через произвольную точку (выделена) необходимо провести прямую 
в недоступную точку пересечения заданных прямых.

рис. 2.3.1.1

Проводим две произвольные параллельные прямые, одна из ко-
торых проходит через данную точку. Задача сводится к тому, чтобы 
параллельные стороны полученной трапеции поделить в равных от-
ношениях. один из возможных вариантов решения представлен на 
рисунке. Вначале в данном отношении делится диагональ трапеции, 
а затем это отношение переносится на другую ее сторону. Соединив 
полученную точку с данной, получаем искомую прямую (красная).

рис. 2.3.1.2
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给定有两条直线（图2.3.1.1中用粗线突出显示），这两条直线的
交点在图外。要通过任意点（已突出显示的点）必须画一条直线到给
定直线不可到达的交点。

画两条任意平行线，其中一条通过给定点。问题在于将所产生的
梯形的平行边等比例划分。在图中显示的是一个可能的解决方案。
首先，按给定比例分割梯形的一条对角线，然后把这个比例关系运用
到梯形的另一边。通过将获得的点与给定的点连接，我们就会得到
所需的直线（显示为红色）。

要构造一条穿过给定点和不可接近的灭点的直线，通常使用相
似三角形算法。这些三角形的对应边平行且相交于都属于一条无限
远直线的三个点。这样，存在着同调关系，其中，无限远直线作为同
调轴，不可接近的灭点作为同调中心。所以问题在于构建两个同调三
角形，相似三角形法是这个问题的特例（如图2.3.1.2所示）。

一般而言，平面上任何与给定线不重合且不经过给定点的直线都
可以作为同调轴。处理这一问题的方法之一，如图2.3.1.3所示。给定
的线和点都用黑色粗线突出显示，同调轴显示为绿色。

这个问题也可以根据三角形的高在一点相交的定理来解决。经过

一个给定的点垂线落在两条给定的直线上。垂线的顶点决定三角形
的第三条边，经过一个给定的点可画出一条直线垂直落在三角形的
第三条边上，这条直线还经过三角形的第三个顶点（即遁点）（如图
2.3.1.4所示）。

图2.3.1.1

图2.3.1.2

图2.3.1.3



71

Для решения задачи достаточно через точку пересечения диа-
гоналей провести прямую в недоступную точку схода каким-либо 
из рассмотренных выше способов. Вторая средняя линия может 
быть построена при помощи первой центральной линии, как по-
казано на рис. 2.3.1.5.

В приведенном примере для построения средней линии 
применен метод подобных треугольников с параллельными 
сторонами.

Как было показано выше, задача может быть решена построе-
нием двух гомологичных треугольников относительно произвольно 
заданной оси гомологии (рис. 2.3.1.6).

рис. 2.3.1.6

Средние линии позволяют очень просто и эффективно про-
водить прямые в недоступные точки схода.

Как видно из рисунка, на основании заданного четырех-
угольника, в котором построены средние линии, можно постро-
ить бесчисленное количество параллельных и перпендикуляр-
ных линий. На рис. 2.3.1.7 две построенные линии выделены 
красным.70

проводится перпендикуляр из заданной точки, проходящий через 
третью вершину треугольника (точку схода) (рис. 2.3.1.4).

На основании той же теоремы можно построить перпендику-
ляр к заданной прямой из недоступной точки.

рис. 2.3.1.4

На практике очень часто встречается ситуация, когда парал-
лельные стороны перспективного изображения квадрата или прямо-
угольника пересекаются в недоступных точках схода. В этом случае 
для выполнения различных дальнейших построений рекомендуется 
изначально построить две средние линии, проходящие через точку 
пересечения диагоналей и параллельные сторонам. 

рис. 2.3.1.5
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按照上述定理，可从一个不可接近的点画出一条垂线落在给定直
线上。

实践中往往会遇到的情况是，正方形或矩形的透视图像的平行
边相交于不可接近的灭点。在这种情况下，为了进一步进行各种构
造，我们建议首先构建两条穿过对角线交点且平行于边的中间线。

为了解决这个问题，根据上述任何方法，可以经过对角线的交点
画一条通往不可接近灭点的直线即可。第二条中间线可以借助于第
一条中间线而构建，如图2.3.1.5所示。

在上面的例子中，利用具有平行边的相似三角形来构造中间线。
如上所示，可以通过相对于任意给定的同调轴构造两个同调三

角形的方法来解决这一问题（如图2.3.1.6所示）。

借助于中间线可以简单有效地画出通往不可接近灭点的直线。
如图所示，借助有中间线的给定四边形，可构造无数的平行线和

垂线。如图2.3.1.7所示，所构建的两条直线都显示为红色。

图2.3.1.4

图2.3.1.5

图2.3.1.6
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рис. 2.3.2.1

На рисунке произвольным образом заданы три координатных 
оси (красная, синяя и зеленая). На каждой из осей произвольно 
назначена проекция бесконечно удаленной точки. Эти три точки 
образуют проекцию бесконечно удаленного треугольника (жел-
тый). На красной оси утолщенной линией показана произвольно 
заданная проекция единичного отрезка.

единичные отрезки по синей и зеленой осям не могут быть 
назначены произвольно и находятся построением (например, при 
помощи дистанционных окружностей). Главная точка картины 
(оранжевая) находится на пересечении высот желтого треугольника. 
Следует помнить, что чем дальше главная точка отстоит от центра 
изображаемого объекта, тем сильнее его искажения на картине.
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рис. 2.3.1.7

В общем случае задача сводится к построению точки, являю-
щейся гомологичной данной при недоступном центре гомологии. 
При необходимости все построения могут быть выполнены внутри 
заданного четырехугольника. 

2.3.2. Основная теорема перспективы 

Выше было показано, что если на плоскости имеется перспек-
тивное изображение куба, произвольным образом расположенного 
относительно картинной плоскости, то тем самым перспектива задана. 
опираясь на это изображение как на координатную систему, можно 
построить в заданной перспективе изображение любого объекта. 

если известна главная точка картины, то достаточно задать 
проекцию одного из ребер куба, чтобы построить проекции осталь-
ных ребер. отмеченное свойство позволяет сформулировать ос-
новную теорему перспективы. 

Перспектива куба на плоскости может быть задана тремя про-
извольными осями, соответствующими трем смежным ребрам ку-
ба. На каждой оси произвольным образом назначается проекция 
бесконечно удаленной точки, и на одной из осей указывается про-
екция единичного отрезка (ребро куба). 

Проекции единичных отрезков по двум оставшимся осям на-
ходятся построениями, показанными на рис. 2.3.2.1. 
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一般而言，问题在于构建一个与给定点同源且同调中心不可接近
的点。如有必要，可以在给定的四边形内进行全部构造。

2.3.2.透视基本定理

如上所示，如果在平面上有一个立方体的透视图，该立方体相对
于图片平面处于任意位置，那么由此而给出透视图。基于此图像作为
坐标系，我们可以在给定透视图中构建任何物体的图像。

如果已知图片的主点，那么只要设置立方体一个边的投影就足
够了，以便构建其他边的投影。这种性质使我们能够制定透视基本
定理。

我们可以由对应于立方体的三个相邻边的三个任意轴而给出立方
体在平面上的透视图。在每个轴上任取一个无限远点的投影，并且在
其中一个轴上任意截取单位线段（立方体边）的投影。

通过如图2.3.2.1所示的构建方法，我们可以在其余两个轴上确定
单位线段的投影。

图中任意设置三个坐标轴（分别显示为红、蓝、绿三种颜色）。在
每个轴上，分别任取一个无限远点的投影。这三个点构成了一个无限
远的三角形的投影（显示为黄色）。在红色轴上，任意截取单位线段
的投影，显示为加粗线。

在蓝轴和绿轴上无法任意确定单位线段的位置，只可通过构建
法（例如，使用远距圆）而得出此位置。图片的主点（显示为橙色）在
黄色三角形高的交点处。值得记住的是，主点离所描绘对象的中心
距离越远，其在图片中失真越严重。

图2.3.1.7

图2.3.2.1
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2.4. коники

Кониками, или кривыми второго порядка, или коническими 
сечениями, называют кривые, которые образуются при централь-
ном проецировании окружности на плоскость. В зависимости от 
взаимного расположения окружности и проекционного аппарата 
проекцией окружности может быть окружность, эллипс, парабола 
или гипербола.

рис. 2.4.1

рис. 2.4.2
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2.4.锥线

锥线又称二阶曲线、圆锥曲线，是指圆在中心投影到平面上时所
形成的曲线。根据圆与投影机理体系的相对位置关系不同，圆的投
影可以是圆、椭圆、抛物线或双曲线。

构造这些曲线的最简单和最通用的方法是内接三角形和外切三
角形法。

如果我们在任意三角形中任意设置一个不属于这个三角形边的
点，那么将这一点与三角形的顶点连接并得出所形成的连线与三角
形对边的交点以后，我们会得出三个点。这些点是给定三角形的内
接三角形的顶点。

在图2.4.1中用黑色粗线突出显示的是内接三角形和外切三角
形。位于由这些三角形确定曲线上的切线和切点的构造方法在于在
内接三角形的一条边上选择一个任意点，并通过这一点画三条直
线。图2.4.2显示的是以透视形式实现该算法的方法。

图2.4.1

图2.4.2
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III.空间中投影图像

透视图像和浮雕图像的根本区别在于，前者是指三维空间被映射
（投影）到二维图片平面或其他表面上，后者是指三维空间被投影到
以某种方式变形的三维空间中。

如果在原始（被投影、真实）的三维空间中使用等分测尺，那么
在浮雕（投影、透视）空间中，所使用的测尺变成透视测尺。因此，浮
雕可以被认为是三维（立体）透视图，其中真实的无限空间被映射到
受浮雕深度限制的空间区域。换句话说，在这种条件下，图片是三维
空间。

以上所说均完全适用于舞台布景。但是一般来说，浮雕图像的深
度通常远小于其宽度，而透视舞台背景的深度可能会超过其宽度。
构造浮雕和透视舞台背景的理论原理是完全一致的。

透视三维图像的构造方法在许多方面类似于平面透视的构造方
法。唯一的区别是，使用的是三维图片空间，而不是图片平面。

构建三维透视的一般原理极其简单。需要在三维空间中设置投
影中心（视点），并任意设置穿过该中心的四条直线。在这种情况
下，任意三条线不得位于同一平面上。在每条直线上，设置任意一对
点，其中一个点属于被投影（真实）空间，另一个点属于图片空间。
换句话说，在任意四面体棱锥的四条边上，都要分别设置两个任意
点。

值得指出的是，任何一个空间中的四个不同点不得位于同一平面
上，否则空间透视会变成平面透视。

这样一来，在两个三维空间中的点集之间就建立了一对一的对
应关系。如果将其中一个空间作为原始（真实）空间，而另一个作为
图片空间，则原始空间中的任何一点都会对应于图片空间中的唯一
点，反之亦然。

相互连接的四对对应点，会确定六对对应线。这些对应的线相交
于属于同一平面的六个点。这个平面是相等平面，其上的所有点同时
属于两个空间。因此，一个相等平面只不过是两个重合三维空间——
真实空间和图片空间的交集处。

上述特性极大简化了设置三维透视的方式。具体来说，设置一个
投影中心（视点）、一个相等平面和一对位于穿过投影中心的直线上
的对应点，就足够了。之后，对于真实（原始）空间的任意一点，都可
以找到与其对应的图片空间的唯一点，反之亦然。
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A2

L1 ≡ L2

m2

3.1

k1 ≡ k2
h1 ≡ h2

α1 ≡ α2

m1

B1

B2

S1 ≡ S2

A1

рис. 3.1

Как следует из приведенной схемы, совершенно безразлично, 
где назначить пару соответственных точек – по одну или по обе 
стороны от тождественной плоскости. Алгоритм нахождения про-
чих соответственных точек остается неизменным. Теоретически 
любую точку, где бы она ни находилась, можно отнести либо к ото-
бражаемому, либо к отображенному пространству и построить ей 
соответственную подобно тому, как на плоскую картину с равным 
успехом можно спроецировать точки, находящиеся и перед зрите-
лем, и за его спиной. 

На практике объемное изображение строится только в части 
пространства, ограниченной глубиной рельефа или сцены. При 
этом отображается только та часть реального пространства, которая 
находится перед зрителем за тождественной плоскостью. По этой 
причине далее будем рассматривать построения только для этой 
части отображаемого пространства.

объемную перспективу теоретически можно наглядно реа-
лизовать внутри какого-либо прозрачного материала, который бу-
дет играть роль картинного пространства. Для этого необходим 
материал, любые участки в объеме которого могли бы по наше-
му желанию становиться непрозрачными или цветными, а также  

B1 ∩ A1≡ m1 ∩ (α1 ≡ α2) ≡ (L1≡ L2) ∩ A2 ≡ m2

(S1 ≡ S2) ∩ B1 ≡ (h1≡ h2) ∩ m2 ≡ B2

B1 ∩ A1≡ m1 ∩ (α1 ≡ α2) ≡ (L1≡ L2) ∩ A2 ≡ m2 ∩ [(S1 ≡ S2) ∩ B1 

≡ (h1≡ h2)] ≡ B2
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图3.1是这种构造算法的示意图。给定投影中心S1≡S2（视点），
相等平面α1≡α2和一对位于穿过投影中心的二重线k1≡k2上的对应
点A1–A2。真实空间中有点B1，对于这一点有必要构造图片空间中的
对应点B2。符号表示该元素属于某个特定空间。

在这里值得注意的是，位于相等平面上的所有点和线都是相等
的。穿过投影中心的直线也同时属于两个空间，但是其上只有两个相
等点，其中一个点是投影中心，另一个点是其与相等平面的交点。出
于这个原因，这些直线我们称之为二重线，而不是相等线。

通过点B1和A1我们画直线m1一直到该直线与相等平面α1≡α2相
交。我们将得到的相等点L1≡L2与点A2连接起来，得到对应于m1的线
m2。把点B1连接到投影中心S1≡S2以后，得出直线h1≡h2，所需的点
B2一定同时位于直线m2和h2上，因此，其位于这两条线的交点上。

该算法可以用符号形象表示为：

符号 B1 ∩ A1 或 (S1 ≡ S2) ∩ B1 不应理解为两点的交集，而应理解
为穿过这些点的两组直线集合的交集[7]。通过这些点的直线属于两
组直线集合，因此是两个集合的交集线。

由于上下行中都有参数m2，所以该算法的内容可被缩略成一行：

由此可知，无论在何处设置一对对应点，设置在相等平面的一
侧还是两侧，得出其他对应点的算法保持不变。从理论上说，任何
一点，无论其在何处，都可将其归于投影空间或被投影空间，且对
其构造对应点，就像无论点在观察者面前还是背后，都会被投射到
平面上。

事实上，立体图像仅会形成于受浮雕或舞台深度限制的空间区
域。在这种情况下，仅投射出真实空间的一部分，显示在观察者前
面且在相等平面后面。因此，以下的构建方法仅针对这部分投射空
间的构造。

从理论上说，在某种透明的材料内可以进行立体透视的设置，
这种透明的材料作为图片空间。这需要一种立体材料，该材料任何
部分都可以根据我们的要求变得不透明或有色，为实现这一目的，
还需要相关技术。那么在立体材料结构上对三维物体进行建模时，

图3.1
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Тождественная плоскость α1 ≡  α2 показана на чертеже утол-
щенной черной линией, предельная плоскость β2 выделена зеленым 
цветом. Этой предельной плоскости в реальном отображаемом про-
странстве соответствует бесконечно удаленная плоскость β1. 

α1 ≡ α2

β2

рис. 3.1.1

Синим цветом показаны две ортогональные проекции куба, 
произвольным образом развернутого относительно плоскости ре-
льефа. На рисунке показано два способа построения для одной 
точки. Все остальные точки находятся аналогично.

В результате построений получаем две ортогональные проек-
ции исходного куба в рельефном пространстве (показано красным 
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将不会出现设计限制，立体（三维和多维）绘图和在透明材料内部绘
图（立体绘画）将成为可能。

例如，如果将墨水或液体颜料滴在平静的水中，那么会形成无规
律的立体图像。这种图像甚至可以通过水冻结来固定。

3.1.浮雕和圆形雕塑

由于一对对应点的选择是完全随意的，所以真实空间中的一个点
可以被指定为无穷远。在这种情况下，如果一个平面平行于相等平面
且通过一个与真实空间的无穷远点对应的图像空间点，那么该平面
也对应于真实空间中的无穷远平面。

这样的平面称为极限平面。该平面中的任何一点都对应于原始（
真实）空间的无穷远点。

因此，要设置空间透视，设置一个视点（投影中心）和一对平行平
面（相等平面和极限平面）就足够了。浮雕或舞台空间的深度均决定
于相等平面和极限平面之间的距离。通常相等平面离观察者更近，
而极限平面离观察者更远。

图3.1.1显示的是实现这种构造算法的最简单的方式之一。
该构造是基于两个正交投影进行的。为简化构造，相等平面和极

限平面被指定为垂直于投影的正面和水平面。所以这两个平面在正
面和水平面的投影就是两条剖面线。

在图中，相等平面α1≡α2显示为黑色粗线，极限平面β2显示为绿
色。该真实映射空间中的极限平面对应于无穷远平面β1。

一个立方体的两个正交投影显示为蓝色，这个立方体相对于浮雕
面呈现任意角度。该图显示的是构建一个点的两种方式。所有其余
的点都以相同方法构建。

所得到的图像就是原始立方体在浮雕空间中的两个正交投影
（显示为红色）。像普通图纸那样，这些投影图可以用于把所描绘

的对象用某种材料制成。

图3.1.1
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цветом). По полученным проекциям объект может быть воплощен 
в материале, как это делается по обычному чертежу.

рельефные изображения более чувствительны к изменению по-
ложения зрителя относительно рельефного пространства, нежели 
плоскостные. рельеф, построенный для одной точки зрения, с другой 
точки может вообще не восприниматься как осмысленное изображение. 
По этой причине построение рельефного изображения с одной точки 
зрения приемлемо только в том случае, если предполагается, что он 
будет рассматриваться с точек, близких к избранной точке зрения.

если рельеф имеет большую протяженность (например, фриз), 
то построение его с одной точки зрения совершенно недопустимо. 
В этом случае следует осуществлять построения из множества точек 
зрения, расположенных на прямой вдоль фриза, на расстоянии, с кото-
рого изобра жение будет рассматриваться. если предполагаются и вер-
тикальные перемещения зрителя, то множество точек зрения может 
образовывать плоскость, параллельную плоскости изображения. 

рис. 3.1.2
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与平面图像相比，浮雕图像对观察者与空间的相对位置变化更敏
感。为一视点建造的浮雕，从另一视点来看，可能根本不会被视为有
意义的图像。出于这个原因，只有当预计从靠近所选视点的位置观看
浮雕，从该视点构建浮雕图像才是可接受的。

如果浮雕的范围很大（例如，楣板），那么千万不能把唯一视点
用于制造浮雕图像。在这种情况下，在沿楣板的轴线方向应该有一
组视点用于制造浮雕图像，视点离图像的距离必须符合实际观察距
离。如果观察者将会沿着图像的垂直方向运动，那么这组视点要形
成一个平行于图像平面的平面。

图3.1.2显示的是在平面上构建此类浮雕图像的方法。相等平面
显示为黑色粗线，极限平面显示为绿色。成像物体显示为蓝色，其浮
雕图像显示为红色。一组视点（视线）的位置显示为加粗的虚线。

使用这种构造方法，实点和透视点始终位于垂直于相等平面的直
线上。用于确定透视点位置的视点决定于此垂线与视线的交点处。
沿深度方向，得出这一点的算法类似于图3.1.1所示的算法。不同之
处在于，所得出的一个点沿着与相等平面平行的方向被投影到垂线
上，这样可得出所求点。所有其余的点都以相同方法构建。

当使用中心投影法（通过一点投射）时，随着观察者离物体的距
离变远，物体全部的三维投影都会有透视收缩。在这个例子中，只沿
深度方向，才有透视收缩，物体的宽度和高度保持不变（如果楣板的
高度很高，有必要沿高度方向进行透视收缩）。

值得指出的是，使用这种构造方法，只有平行或垂直于相等平面
的直线才能保持直线的状态。所有其余的直线都投影成曲线。

图3.1.2显示的是构建矩形浮雕图像的方法。可以看到，这个矩
形的垂直中心线并不是其浮雕图像中的中心线。所以，一条对应于
其对角线的线也不能处于直线的状态。如图所示，对角线被延伸到
与相等平面的相交之处。其对应的曲线在浮雕图像上显示为一条连
接4个构成点的折线。如果要使曲线显示更准确，则可以任意增加点
数。在实践中，显示直线的曲线部分应该被拉直。

图3.1.2
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P1

P2

3.2.1

S1

S2

рис. 3.2.1

В результате пространственных перспективных преобразований 
помещение в форме параллелепипеда преобразуется в четырехгран-
ную усеченную пирамиду. Пересечение продолжений боковых ребер 
этой пирамиды (вершина) дает главную точку схода P сценической 
перспективы. Этой точке в реальном пространстве соответствует 
бесконечно удаленная точка. Вертикальная плоскость, проходящая 
через главную точку, является предельной (выделена зеленым цве-
том). Предельной плоскости сценического пространства соответ-
ствует бесконечно удаленная плоскость реального пространства. 

В исходном (реальном) помещении, представленном на чер-
теже и выделенным на чертеже синим, имеется круглая цилин-
дрическая колонна. На сценической перспективе ей соответствует 
эллиптический цилиндр. 

Положение главной точки определяется выбором точки зрения 
и глубиной сцены. если декорация изображает не ограниченное 
пространство комнаты или зала, а бесконечный пейзаж, то главную 
точку следует размещать в плоскости задника сцены. 
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值得注意的是，在这种情况下，浮雕空间是弯曲三维空间的一个
明显例子。因此，关于弯曲空间的想法不仅可以应用于科学，还可以
应用于艺术。

浮雕图像通常在圆形面、凸面或凹面（花瓶、柱子、壁龛等）上。
可从不同的角度感知这些图像。通常甚至要求圆周扫描。一组这样
的视点可以形成一条线、一个面，甚至某种立体空间。

原则上，上面讨论的方法适用于所有这些情况。相等平面和极限
平面之间围成的浮雕空间随着表面形状产生弯曲变形，构建算法如
图3.1.2所示。

3.2.透视舞台背景

构建透视舞台背景的算法与浮雕的完全相似，无需额外的解释。
图3.2.1显示的是一间带有一个圆柱的矩形房间的立体透视舞台

背景的正交投影（剖面和平面图）的构建方法。给定的房间显示为
蓝色，构建结果以红色突出显示。绘图非常简单，几乎不需要解释。
视点S（显示为黑色）大约在观众厅中心处，坐着的观察者眼睛高度
处。相等平面与舞台脚灯重合。舞台背景的平面对应于所描绘房间
的远墙。

这样，我们有一个投影中心，一个相等平面，以及一对对应平
面。因而我们可以在真实空间中的点与透视空间中的点之间建立一
对一的对应关系。

通过空间透视变换，平行六面体形式的房间变成了四面体截棱
锥。该锥体的测棱延长线交点（顶点）是透视舞台背景的主灭点P。
真实空间中的该点对应于一个无穷远点。通过主点的垂直平面是极
限平面（显示为绿色）。舞台空间中的极限平面对应于现实空间中的
无穷远平面。

在原始（真实）房间（如图中以蓝色突出显示）里有一个圆形
柱。在透视舞台背景中它对应于一个椭圆柱体。

主点的位置决定于所选择的视点和舞台的深度。如果舞台布景
所描绘的不是有限空间的房间或大厅，而是一望无际的风景，那么主
点应该被放置在舞台背景的平面上。

图3.2.1
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如上所述，与平面透视图相比，立体透视图对观察者的位置更
敏感。

对于极其靠近所选视点的观察者来说，几乎不可能从视觉上将
现实与其立体透视图像区分开来。

但糟糕的是，不可能把所有的观察者都放在同一视点附近。观
察者离这个点越远，布景的透视效果就越不明显，透视投影失真看
起来就越不自然。

出于这个原因，并不总是必须采用全封闭式构建方法，但有必
要根据观众厅和舞台的大小及形状进行调整。

一种这样的解决方案可能是针对多个视点构建的折衷透视。这
种构造的算法在于从多个视点构建图像，然后凭着这种或那种参数
得到某种平均图像。后者完全取决于艺术家的知识、经验和才能。

IV.非线性透视

我们不但可以在平面上构建透视图像，而且还可以在任何其他表
面上构建透视图。在这种情况下，直线投射到画面上，不一定投影成
直线，而是由于表面形状不同，也会呈现出最奇异的轮廓。

这种图像的一个例子是灯光秀，将建筑物的外墙当做投影的幕
布。建筑物的外墙通常具有非常复杂的表面，但是如果观察者坐在
靠近投影机的位置上，那么外墙的形状无关紧要，从视觉上看，图像
仿佛被投影到平面上。观察者离投影中心越远，失真就越明显。跟立
体透视一样，相较于平面线性透视，非线性透视对观察者的位置更
敏感。

在大多数情况下，在构建非线性透视图时，圆柱体和球体的表面
（例如，环形全景图、圆屋顶、天文馆）被用作图片平面。在所有情
况下，都假定观察者将从一定视点观察这些图像。

构造非线性透视图的原理跟构造线性透视图一样，都是得出投
影直线与图片平面的交点。这些点的集合形成图像。
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На рис. 4.1 показано построение перспективного изобра жения 
на цилиндрической картинной поверхности по двум ортогональ-
ным проекциям. 

рис. 4.1

При необходимости цилиндрическая поверхность может быть 
развернута в плоскость. Построение перспективы на сферической по-
верхности несколько сложнее, так как требует многократного решения 
задачи пересечения прямой со сферической поверхностью.

Нелинейная перспектива может быть получена и на плоской 
картине при проецировании нелинейным пучком прямых. Такое 
изобра жение можно увидеть, глядя на окружающий мир из-под 
воды. 

V+F–E=2		  (5.1.1)

V+F–E=1	               (5.1.2)
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图4.1显示的是在圆柱形的图片平面上，利用二正交投影构建透
视图像的方法。

如有必要，可以把圆柱形表面展开成平面。在球面上构建透视图
的方法相对复杂一些，因为需要多次计算直线与球面的交点。

在平面图片上，通过非线性线束投影方法也可以构成非线性透视
图。从水下看世界时可以看到这样的图像。

V.平面结构和立体结构

5.1.平面结构

18世纪，莱昂哈德•欧拉证明了一个定理，根据该定理，对于任
何简单多面体，如果其顶点数为V个，棱边数为E条，面数为F个，那
么以下等式成立：

为了证明这一点，欧拉剪掉了其中一个面，并采用拓扑法使剩
下的部分与该面处的轮廓面相重合（或者把剩下的部分投影到该面
上）。然后所构成的平面多面体网格被划分为若干三角形。对于三角
形，以下等式成立：

将任意数量的三角形添加到给定三角形时，顶点和面的数量每
一步都比上一步增加一个单位值，棱的数量每一步比上一步多两
个。如果从三角形的平面网格中一个一个地删除三角形，那么顶点
和面的数量每一步比上一步少一个，棱的数量每一步比上一步少两
个。因此，等式（5.1.2）保持不变，并且对任何平面三角形网格都成
立。

图4.1



90

если при подсчете количества граней плоской сетки считать 
внешнюю область, окружающую эту сетку, за еще одну грань, то 
равенство (5.1.1) выполняется непосредственно.

Более того, в этом случае формула (5.1.1) справедлива не толь-
ко для сетки, состоящей из граней, но и для любой плоской связной 
структуры (графа), содержащей хотя бы одну вершину. 

Для графа, состоящего из одной вершины, имеем: В = 1, р = 0, 
Г = 1, откуда 1 + 1 – 0 = 2. Добавляя к этой вершине любое коли-
чество вершин, ребер и граней, легко установить, что равенство 
всегда остается справедливым. 

Формулу (5.1.1) удобнее представить в виде:

(В + Г) = (Р + 2) = Э, (5.1.3)

где Э – некоторая численная характеристика данного графа (число 
Эйлера). 

На рис. 5.1.1 представлен граф из 7 вершин, 9 ребер и 4 граней 
(с учетом внешней). Причем в этом графе имеются ребра, не образу-
ющие граней (деревья, ветви), ребра, соединяющие одну и ту же пару 
вершин (кратные), и ребро, замкнутое на одну вершину (петля). Тем 
не менее равенство остается справедливым 7 + 4 = 9 + 2 = 11. 

рис. 5.1.1 91

Любую плоскую структуру, будь то план квартиры, генплан го-
рода, транспортная сеть, художественная композиция и т.д., можно 
рассматривать как некий плоский граф, для которого справедливо 
равенство (5.1.3).

В качестве примера рассмотрим схему Санкт-Петербургского 
метрополитена на 2019 г. она состоит из 5 линий, 7 пересадочных 
и 9 конечных станций (рис. 5.1.2). 

1

2

5

43

Сенная

рис. 5.1.2

Для упрощения расчетов промежуточные станции учитывать 
не будем. Данная структура содержит 16 вершин (станций), 19 ре-
бер (ребро –линия, соединяющая две вершины) и 5 граней (с учетом 
внешней). Подставляя данные значения в формулу (5.1.3), имеем: 
16 + 5 = 19 + 2 = 21. отметим, что линии 3 и 5 (желтая и фиолетовая) 
не имеют общей пересадочной станции, следовательно, вершин 
и граней не образуют. 

Несложно убедиться, что при дополнении данной схемы лю-
бым количеством линий, промежуточных и пересадочных станций 
равенство (5.1.3) остается справедливым.

(V+F)=(E+2)=Eu			   (5.1.3)
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如果在计算平面网格的面数时，将该网格周围的外部区域视为另
一个面，那么可直接满足等式（5.1.1）。

况且，在这种情况下，公式（5.1.1）不仅对于由面组成的网格成
立，而且对于任何包含至少一个顶点的平面连通结构（连通图）也成
立。

如果图由一个顶点组成，那么V=1，E=0，F=1，由此得出结论
是：1+1–0=2。通过向该顶点添加任意数量的顶点、棱和面，可以很容
易确定等式始终为真。

为了方便起见，公式（5.1.1）可表示如下：

其中：Eu是本图的一种特殊的数值（欧拉数）。
图5.1.1显示的是一个具有7个顶点、9条棱和4个面（包括外部的

面在内）的图。此外，该图显示不形成面的棱（树、分支），连接同一
对顶点的棱（多个），以及闭合于一个顶点的棱（环路）。尽管如此，
以下等式仍然成立：7+4=9+2=11。

任何平面结构（无论是公寓平面图、城市总体平面图、交通网
络、艺术构图等等）都可以被认为是一种平面图，等式（5.1.3）始终
成立。

让我们以2019年圣彼得堡地铁线路图为例。其中包括5条线路、 
7个换乘站和9个终点站（如图5.1.2所示）。

为简化计算，不考虑中间站。该结构包括16个顶点（站）、19条棱
（一条棱是连接两个顶点的线）和5个面（包括外部的面在内）。将这
些值代入公式（5.1.3），我们就得出：16+5=19+2=21。请注意，第3条
线路和第5条线路（分别显示为黄色和紫色）没有公共换乘站，所以
两者没有形成顶点和面。

一眼就看得很清楚，再补充任意数量的线路、中间站和换乘站，
等式（5.1.3）仍成立。图5.1.1

干草广场

图5.1.2
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на одну грань, – купол (7). На чертеже линии, показанные точками, 
являются огибающими поверхности и ребер не образуют.

Для данного графа В = 6, р = 10, Г = 9, П = 5. Подставляя эти 
значения в формулу (5.2.1), имеем: (6 + 9) = (10 + 5) = 15.

5.3

1

2

3

6

5

7

4

рис 5.2.1

интересно, что формула (5.2.1) справедлива для любого графа, 
отнесенного к трехмерному пространству, даже не образующего 
пространств.

Например, для трехмерного графа, состоящего из одной верши-
ны, имеем: В = 1, р = 0, Г = 0, П = 1, откуда (1 + 0) = (1 + 0) = 1 и т. д.

отметим, что формула Эйлера в обобщенном виде справед-
лива при отнесении ее к любому n-мерному пространству.

рассмотренное свойство пространственной структуры может 
иметь и практические приложения. На рис. 5.2.2 представлена ак-
сонометрическая проекция некоторого прямоугольного объема 
(например, здания), разделенного горизонтальной плоскостью 
(перекрытием) на два этажа. Верхний этаж разделен вертикальной 
плоскостью (стеной) на две части. 
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5.2.立体结构

上述方法也可以用于三维空间结构。在这种情况下，除了顶点
V、棱E、面F以外，还有一个补充的图像是空间P，又称立体。

最简单的空间物体是四面体，其中V=4，E=6，F=4。四面体是一
个立体图形，将三维空间分为两个区域，其中有内部和外部。如果同
时考虑这两个空间，那么对于四面体，就像对任何简单的多面体一
样，P=2。

那么公式（5.1.3）可表示如下：

对于四面体，我们可得出：(4+4)=(2+6)=8。任何简单的多面体都
可被划分为若干四面体，无论如何，等式（5.2.1）仍然成立。

例如，一个立方体有8个顶点、12条棱、6个面和2个空间（内部和
外部）。将这些值代入公式（5.2.1），我们就得出：(8+6)=(2+12)=14。

如果我们把多面体看成是一个由顶点、棱、面和空间组成的空间
图，那么每次这些元素的删除或添加都可以很容易证明方程（5.2.1
）保持不变。因此，本公式不仅对于多面体成立，而且对任何三维空
间连通结构（连通图）也成立。

图5.2.1显示的是一个由四面体（1）组成的空间图，其中有两条
棱（分枝）（2）连接到该四面体；还有两个不形成空间但形成棱的表
面，其中连接一个顶点的表面是一个片子（3），连接一条棱的表面是
一个翼（4）；三个形成空间但不形成棱的表面：其中一个由一个顶点
组成封闭表面是一个泡子（3），一个由一条棱组成封闭表面是一个
袋子（6），一个由一个面组成封闭表面是一个凸圆（7）。在图中，点
状线是表面的包络线，不形成棱。

对本图来说，V=6，E=10，F=9，P=5。将这些值代入公式（5.2.1），
我们就得出：(6+9)=(10+5)=15。

有趣的是，公式（5.2.1）对于任何与三维空间相关的图都是成立
的，即使它不形成空间也成立。

例如，如果三维图由一个顶点组成，那么V=1，E=0，F=0，P=0，由
此得出：(1+0)=(1+0)=1，依此类推。

值得一提的是，广义形式的欧拉公式在任何n维空间中都是成立
的。

上述空间结构的特性也可应用于实践。图5.2.2显示的是一个由
水平面（楼板）划分为两层的立体矩形物体（例如建筑物）的轴测投
影。上层被一个垂直平面（墙）分成两部分。

图5.2.1

(V+F)=(P+E)=Eu			   (5.2.1)
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рис. 5.2.2

если рассматривать полученную структуру как простран-
ственный (трехмерный) граф, состоящий из 16 вершин, 28 ребер, 
16 граней и 4 объемов (пространств), то, подставляя эти значения 
в формулу (5.2.1), имеем: 16 + 16 = 28 + 4 = 32.

отмеченные свойства плоских и пространственных структур 
могут быть полезны при создании плоских и пространственных 
композиций с заранее заданными свойствами.

5.3. Теорема четырех красок

При раскрашивании географической карты для удобства вос-
приятия всегда желательно, чтобы государства, имеющие общую 
границу, были окрашены в разные цвета. В процессе изготовления 
карт неожиданно выяснилось, что для раскрашивания любой карты 
достаточно всего 4 цветов. Следствием этого открытия является 
так называемая теорема четырех красок. Согласно этой теореме 
любая плоская планировочная структура может быть раскраше-
на четырьмя красками так, чтобы все смежные области (области, 
имеющие общую границу) были окрашены в различные цвета.

Три произвольные точки плоскости, соединенные какими-ли-
бо непересекающимися линиями (в частности, прямыми), образуют 
замкнутый контур. Этот контур делит плоскость на две области: 
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внутреннюю и внешнюю. Любая четвертая точка плоскости, не 
лежащая на линии, принадлежит либо внешней, либо внутренней 
области. если все 4 точки соединить между собой, то получим 
конструкцию, состоящую из 3 точек, 6 линий и 4 областей (включая 
внешнюю) (рис. 5.3.1). 

На рисунке эта конструкция выделена черным цветом. 
очевидно, что на плоскости соединить между собой линиями 
без пересечений можно не более четырех точек. если к этой 
конструкции применить трехмерный принцип двойственности, 
где точке соответствует плоскость (область), а линии – линия, 
то получим двойственный граф, состоящий из четырех взаим-
но смежных областей (без учета внешней). одна из областей 
всегда будет внутренней. Следовательно, на плоскости может 
существовать не более четырех взаимно смежных областей и для 
раскраски любой плоскостной композиции всегда будет доста-
точно четырех красок. 

рис. 5.3.1
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如果我们把所得出的结构看成是一个由16个顶点、28条棱、16个
面和4个空间组成的空间图（三维图），那么将这些值代入公式（5.2.1
），我们就得出：16+16=28+4=32。

平面结构和三维结构的上述特性可以用于构造具有预定特性的
平面和三维组合物。

5.3.四色定理

对地图着色时，为了便于理解，要求相邻的国家颜色不同。在制
作地图的过程中，突然发现每幅地图都可以用4种颜色着色。这一发
现的结果是所谓的四色定理。根据这一定理，任何平面规划结构图
都可以只用四种颜色着色，使得所有邻接区域（有共同边界的区域）
着上不同的颜色。

平面上的三个任意点由任何一组互不相交的线（例如，直线）连
接后，会形成一个闭合的轮廓。这种轮廓将平面分为两个区域——内
部和外部区域。在平面上，第四点不共线的话，那就位于外部区域或

内部区域。如果我们把所有4个点都相互连接，那么我们就会构建一
个由3个点、6条线和4个区域（包括外部区域在内）组成的结构（如图
5.3.1所示）。

在图中，这种结构以黑色突出显示。很显然，在平面上，我们可把
不多于四的点用一组互不相交的线连接起来。如果我们将三维对偶
原则应用于这种构造，其中一个平面（区域）对应于一个点，一条线
对应于一条线，我们会得到一个由四个相互相邻的区域（外部区域
不算）组成的对偶图。因此，在平面上，顶多可以有四个相互相邻的
区域，四种颜色足以对任何平面组合物进行着色。

图5.2.2

图5.3.1
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рис. 5.3.2

На рис. 5.3.2 представлена абстрактная композиция на плоско-
сти, раскрашенная 4 цветами (белый, красный, зеленый, желтый) 
так, что смежные области имеют различные окраски.

Для художника знание этой теоремы позволяет предвидеть, что 
для раскрашивания любой композиции на плоской картине ему будет 
достаточно четырех красок (больше – сколько угодно). 
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图5.2.3显示的是一个平面上的抽象构图，用4种颜色（白、红、
绿、黄）涂色，相邻区域颜色不同。

熟悉这个定理，艺术家就会预见，四种颜色足以对任何平面组合
物进行着色（最大的数量肯定是无穷无尽的）。
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